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Il paroîc tous les mois deux volumes de 
cette Bibliothèque. On les délivre foit bro- 
chés, foie reliés en veau fauve ou écaillé, tt 
dorés fur tranche > ainfi qu'avec ou fans lm 
nom de chaque Soufcripteur imprimé au fron- 
tifpice de chaque volume* 

La foufeription pour les 24 vol. reliés tft 
de 71 liv., te de 54 liv. pour les voluonjr 
brochés. 

Les Soufcripteurs de Province, auxquels 
on ne peut Jcs envoyer par la pofte que bro-. 
chés , payeront de plus 7 liv» 4 £ à caufe des 
frais de pofte. 

Il faut s'adretter à M. CUCHET , Libraire, 
rve hOtel Serpente , à Paris. - 
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BIBLIOTHÈQUE 



DES DAMES. 

ALGEBRE. 
TROISIÈME PARTIE. 
DIS LOGARITHMES. 



X ou s les Calculateurs ont éprouvé 
combien il èft aifé de fe tromper ert 
faifant des multiplications , des divi- 
sons , des extradions de racines , & en 
formant des puiflances. On s'en plai*» 
gnoit depuis long tems , lorfque Neper $ 
mort en itfié, imagina un moyen de 
iimplifier ces opérations ^ & par confis- 
quent d'éviter les erreurs qu'elles oc- 
cafîonnent par leur complication. Il cal- 
cula certaines Tables tleVnoinbres ap- 
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pelés] Logarithmes y à l'aide defquels 
on réduit les multiplications à de iïm- 
ples additions, les divifions à de Am- 
ples fouftra&ion9 , les formations des 
puifïânces à des multiplications tou- 
jours très-courtes, & les extradions 
des racines aux divi/ïons les plus faciles. 

La découverte des logarithmes eft due 
au Baron Neper , EcofTois , mort en 
l£i8. Il faut avouer cependant que Sti- 
fejius, Arithméticien Allemand, avoit 
remarqué avant lui la propriété fon- 
damentale des logarithmes j lavoir » que 
le logarithme du produit de deux nom- 
bres eft égal à la fbmme de leurs lo- 
garithmes. Mais cette proportion rçfta 
ôérile entre fês mains , & il n'en tira 
;aucun u&gé pour abréger les opérations: 
ce qui feit l'efïèntiel de la découverte 
4e Néper. Kepler dit aufli que Jufte- 
Byrge, Aftronome du Landgrave de 
Helîè , avoit imaginé les logarithmes ; 
mais de l'aveu de Kepler même, Ton* 
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Trage où Byrge en parloit n'a jamais 
paru. 

Néper publia en 1^14 , (à découverte 
dans un livre intitulé : Mirifici Loga- 
rithmorum canonis deferiptio* Les lo- 
garithmes des nombres qu'il donne dans 
cet ouvrage , différent de ceux que nous 
employons aujourd'hui dans nos Tables; 
car dans les nôtres, le logarithme de 
10 eft l'unité , ou ce qui eft la même 
chofe , 1,000000; & dans celles de 

Néper, le logarithme dfe 10 eft 

i,jQi?8fo. Mais cette luppofîtion lui 
paroiflant peu commode, il indiqua 
lui-même des Tables de logarithmes 
telles que nous les avons aujourd'hui* 
Elles forent confinâtes après fk mort 
par Henri Briggs, dans £bn ouvrage 
intitulé : Arithmttica Logarithmicâ* 
Adrien Ulacq, céièbre Mathématicien, 
des Pays-Bas , perfectionna le travail de 
Brîggs; & plufïeurs autres ont travaillé 
depuis fur c«tte matière. Les Tables 

Aij 
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des logarithmes qui ont aujourd'hui fe 
plus de réputation pour l'étendue & 
l'exaétitude , font celles de Gàrdiner , 
in-4 . L'édition in-S°. de ces mêmes 
Tables, augmentées par M. Cailet, 6ç 
faite en 1783 , par M. Didot , eft pré- 
férable à toutes les autres. Ce (ont elles 
dont nous ferons ufàge dans ces Eié- 
mens. 

L'intelligence des Logarithmes ( mot 
formé de à»>o* , difcours , & de âpifyto* y 
nombre; difcours fur Us nombres) tels 
qu'on les emploie aujourd'hui , dépend 
des notions Suivantes, 
i Soit une progreffion géométrique 
quelconque -ff* a°: a 1 : a % : a* ; a* î &c ; 
j>our multiplier l'un par l'autre deux ter- 
mes de cette formule , on écrit une feule 
fois là quantité *z, en lui donnant pour 
expofànt la tomme des expoiàns des deux 
termes multipliés. Ainfi a*XaS=s 
a***a=a 7 ï de même a? X a 9 ^= 

«7 + 9 k d * * ; Donc . h, produit de 
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deux termes quelconques d'une pro- 
grejjîon géométrique eft toujours égal 
au terme qui dans la même progrejjion 
a pour expofant la fomme des expo- 
fans de ces deux termes. 

Le quotient de deux termes quel- 
conques d'une progreflion géométrique 
efl le terme qui a pour expofant la diffé- 
rence des expofans de ces deux termes* 
a* 

Ainfî -? — =a 6 — *=tf4 t Donc pour 

a-i- 
avoir le quotient de deux de ces ter- 
mes , il faut prendre la différence de 
leurs expofans > & en faire V expofant 
du quotient cherché* 

Ces expofans (ont les logarithmes. 
En forte que fi a=io, la formule 

devenant alors • 

«ff- io°: io 1 : io a : io* : io* 2 &c. ou 
^f- 1 2 10 : 100 : 1000 : 10000, &c« Fex; 
pofant o eft le logarithme de l'unité; 
i'expoûnt 1 eft le logarithme de xoj 

A iij 

\ 
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i eft le logarithme de 100, &c« 

Voilà le premier pas fait pour la 
conftrudion des Tables de logarithmes. 
Mais ces expofans ne donnant que les 
logarithmes des nombres de la progreP- 
fïon décuple — 1 : 10 : 100 : iooo, &<:• 
il a fallu chercher ceux des nombres 
intermédiaires , 2 , $ , 4 , ?, 6,7*8» 
o , 11, n, &c. & ceux des fradion? • 
Pour les trouver, on a ajouté plufieurs 
zéros, en forme de décimales à chacun 
des expo&ns de la formule , ce qui l'a « 
changée en celle-ci 9 en n'employant 
que (êpt zéros ; 

•IL. | qO,oooqooo : IO 1,0000000 . io i,oooocoo • 

I0 3,0000000 ;& C- 

Puis on a remarqué, qu'en inférant dans 
cette formule des expo&ns qui (èroient 
en progreffion arithmétique , les valeurs 
du nombre 10 élevées aux puiflânces 
qu'ils défignent, (èroient des nombres 
en progreffion géométrique , & .que ces 
mêmes expoûns feroient les logarithmes 
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de ces nombres. Donc en faifànt croître 
ces décimales confécutivement de.... 
■„ tt ' 8aoo » ou ce qui revient au même , 
en inférant moyens propor* 

tionnels arithmétiques entre deux quel- 
conques des expofans de la progreftion , 
on a formé une nouvelle progreffion 
géométrique dont les premiers termes 
font, 

ÏO o, 000000 : 10 o,ooooooi 5 j O o>ooocooi ». 

t O,QOO0O0J IO I,0000000 ; & C# 

Les valeurs correspondantes de chacun 
de ces termes (ont des nombres qui 
croifiènt fort lentement; puisque le pre- 
mier terme vaut x , & que le dix*mU- 
lion -unième ne vaijt que 10. 

Parmi ces termes inférés , il y en a 
donc un qui vaut z , ,un autre qui vaut 
3 , un autre qui vaut 4 , ou du moine 
qui en diffère très-peu , &c. On a trou- 
vé, par exemple, que % étoit à peu* 
prés la valeur du terme io ^ 010 * 00 * 
que j étoit à peu-près la valeur du terme 
Àiv 
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io°*477i*ï3, que 4 étoit à peu-près = 
jo o4o2o^oo 5 & c# On a regarde ces ex- 
pofàns, comme les logarithmes de i , 
•de 5 , de 4, &c« 

Par des calculs fondés fur cette idée ^ 
mais dont les détails font immenfes, on 
a confinât des Tables de logarithmes 
pour tous les nombres depuis i jufqu'à 
io2ptfo, & qui fervent à trouver ceux 
des nombres plus grands. Il y, a de ces 
Tables où , pour une plus grande com- 
modité , les logarithmes ont dix, quinze, 
vingt décimales, Ppur les calculs or* 
dinaires & de peu de conféquence , on. 
fe contente des fix premières déci- 
males ; mais on obferve alors très*foi~ 
gneufement d'augmenter d'une unité 
la fixième décimale que Von emploie, 
lorfque la feptime y ceft-à*dire y la 
première de celles que Von néglige , efi 

5 ou au-deffus % 

D'après ce que nous venons de dire , 

6 làns recourir aux Tables «Je loga» 
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rîthmes, on peut concevoir , i°« que 
ïes logarithmes de tous les nombres 
compris entre i & 10 doivent commen- 
cer par o; que ceux de tous les nombres 
compris entre 10 & 100 commencent 
par i ; que le premier chiffre des lo- 
garithmes des nombres compris entre 
100 & 1000 eft 2, &c. & en général 
que le premier chiffre de chaque loga- 
rithme, appelé la caradériftique , eft 
compofé d'autant d'unités moins une 
que le nombre auquel il répond a de 
caractères. Son nom exprime cette pro- 
priété; & Ton voit tout d'un coup que 
ce logarithme 4,814*60 appartient à 
un nombre de cinq chiffres y parce que 
fa caraâénftîque eft 4. Dans les grandes 
Tables de logarithmes , on n'exprime 
point la caradériftique, i°. parce qu'elle 
fe devine aifément à Tinfpedion des 
nombres 5 2*. afin que le calculateur 
puiiTe employer la progreflion arithmé- 
tique qui lui plaira peur caradériftique, 
Av 
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Soit ~-o.i.2.$.4.?*&c. correspon- 
dante à -^f io°: io I MO a iio'2io^ , tio^^ 
Soit \-f-4.5.5.7.8.p.o,i.t.&c cor- 
refpondante à -^-0,000001 : 0,00001 : 
o,oooi : 0,001 : o,oi : 0,1 : o : 10 : 100 : 
fcc. • • Soit -J-&c. &c. Cependant pour 
que le calculateur puifle éviter toute 
erreur dans les logarithmes des nom-» 
bres plus grands que l'unité, nous ren- 
gageons à féparer alors par une vir- 
gule la caraâérUHque de & fraction 
décimale ; & dans ceux qui appartien- 
dront à des nombres plus petits que 
J'unité , il mettra un point au lieu de 
la virgule , ainfi qu'on le voit dans la 
Table fuivante. 
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Cette Table fert à trouver les lo- 
garithmes des fractions ordinaires ; car 
celles-ci peuvent fe réduire fbuvent 
en fractions décimales. 

2°. Que le produit de deux nombres 
répond à la Jomme de leurs logarith* 
mes , & que leur quotient répond à la 
différence de leurs logarithmes. Aihfî 
pour multiplier f oo par 2 , j'ajoute 
leurs logarithmes 2,7781 fiif , 
0,30103000; la fomme eft 3,0791812 f 
qui appartient à izco. Pour divifer 
600 par 2, je. fou lirais le logarithme 
0,30103000 du logarithme 2,7781?!*?$ 
& j'ai pour quotient 2,4771*125 lo- 
garithme de -30c (la fouftrac'tion de- 
viendront une addition; C\ Ton employoi* 
le complément arithmétique , dont nous 
parlerons plus bas. ) 

3 . Que pour faire une régie de trois 
par les logarithmes , il faut ajouter 
tnfemble les logarithmes des termes 
Qu'il eût fallu multiplier ; & delà foàt- 
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me retrancher le logarithme du nombre 
pur lequel il eût fallu divifer le pro~ 
duit : le refie ejl le logarithme du terme 
cherché* Par exemple , (bit la propor- 
tion 48 196 : : 300 : x. Il fàudroit, pour 
avoir la valeur de multiplier 96 
par 300, & divifêr leur produit 28800 
par 48 : mais par les logarithmes , il 
fuffit d'ajouter enfemhle ceux de 96 8c 
de 300, qui font 1,98117*13 
~A77i* ll î\ d'ôter 1,68124114 loga- 
rithme de 48 , de la fbmme 4,4^39148 ; 
le refte 1,77815114 eft le logarithme 
de x , lequel répond dans les Tables 
à 600. 

4 . Que pour élever une quantité 
à une puijfance quelconque , il faut 
en ajouter le logarithme à lui-même 
autant de fois qu'on auroit multiplié 
cette quantité ; c'cft-à-dire , qu'i/ faut 
multiplier fon logarithme par l'expa- 
fant de la puijfance. Ainfî pour élever 
8 à la troifième puiflânce , il faut mul- 
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tiplier fbn logarithme 0,9030? par 
le produit 2,70917 eit le logarithme de 
jii, troifième puifïànce de 8. 

5 . Qu'enfin , fi on divife le loga- 
rithme d'une quantité par Vexpcm 
font de la racine qu'on en veut ex- 
traire* le quotient fera le logarithme 
de cette racine; ainfi pour extraire la 
racine cubique de 1000, divifèz (bn 
logarithme 3*000000 par 3 , & le quo- 
tient 1,000000 fera le logarithme de 
10, qui eft la racine cherchée. 

On peut démontrer généralement 
toutes ces propriétés du calcul logarith- 
mique \ & c'eft ce que nous allons faire 
dans l'article fuivant. 

Des propriétés • des logarithmes 
en général. 

Soit a un nombre plus grand que 
l'unité; (bit m l'expofant de la pui£ 
fince à laquelle il faut élever a pour 
avoir un nombre donné h , en forte que 
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Ton ait a* 1 =3. On éft convenu d'ap- 
peler m le logarithme de 3, & de récrire 
ainfî , m = L. b* 

Suppofânt, par exemple, 0=210, 
& £ = ioo f il faut que m — i pour 
que Ton ait a m =b , êi pour que » 
(bit dans cette fiippofîtion , le logarithme 
de 100. Tel eft, comme on Ta vu, le 
(yftême des Tables ordinaires. 

Il fait de-là que les logarithmes or- 
dinaires font les expo/ans des puif- 
fonces auxquelles il faudroit élever 
10 pour avoir les nombres qui répon- 
dtnt à ces logarithmes. 

Et puifque d'un côté , tous les nom- 
bres peuvent être regardés comme étant 
différentes puiflânees de 10 , & que de 
l'autre le produit ou le quotient des 
puiffances Ce trouve en ajoutant ou en 
fouflrayant leurs expofins , il eft clair 
que la fomme ou la différence des lo- 
garithmes de deux nombres doit répon- 
dre dans les Tables au nombre qui eft 
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le produit ou le quotient des deux au* 
très. Nous avons déjà déduit de ce prin-* 
cipe les propriétés du calcul logarith- 
mique. Voici une autre manière de les 
démontrer. 

Si a m = b , il eft évident que. ^ 
L. a m = L. b \ & fî a" == c ; on aura 
de même L. a n = L. c ; donc 3 a" 1 X 

77z -h >2 = L. 3 4- L. c ; c'eft-à-dire , que 
le logarithme d'un produit quelconque 
réfulte de la fomme des logarithmes 
de fès facteurs. Voilà donc toutes les 
multiplications réduites à de Amples 
additions. 

Soit p le produit; F % f les fadeurs f 
& nous aurons généralement L. /? = 
h,F + L.f; d'où L.F=L.^— L/; 
ç'eû>à-dire , qu'étant donnés le produit 
& Un de Tes fadeurs, on trouvera le 
logarithme de l'autre fadeur, en 6 tant 
le logarithme du fadeur connu de celui 
du produit j ce qui ramène toutes le* 
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divifîons à de fimples fouftradions. 

De ce que L.p = L. F-f- L./*, il 
fuit que dans le cas où F—f^ on a 
L i p = L. F* z=zzL. F, 8c par confé- 
quent L.F3==3L.F, L. F4= 4 L.F, 
ou en général, L. f w =wL.F. Donc 
pour élever un nombre à une puiflance 
quelconque , il fuffit de multiplier le 
logarithme de ce nombre par Pexpo- 
iànt de la puiflance que Ton cherche. 

Et comme les racines ne (ont que des 
puiflances fraâionnaires , il eft clair 
qu'en multipliant le logarithme d'un 
nombre par la fraction indiquée, ou ce 
qui revient au même, en divifant ce 
logarithme par Texpofant de la racine , 
on aura toujours le logarithme de cette 
racine. Voici quelques exemples dçs 
cas les plus ordinaires. 
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Pour avoir le logarithme d'une frac- 
tion , par exemple , de la fraction £ ; 

11 faut retrancher le logarithme du dé- 
nominateur 4 de celui du numérateur 3 , 
le refte — 0,124939 fera le logarithme 
cherché; ce qui fait voir que les lo- 
garithmes négatifs indiquent des frac- 
tions plus petites que l'unité : en eflfèt , 
û Ton continue en dépendant lar pro- 
greffion -ff fl3 : a % : a 1 : a : a — 1 : 
a — 2 , &c. les expo&ns — 1, — % 

1 \ 

feront les logarithmes de a — 1 = — * 
x 

de a — 2 = >« 

a* 

Pour trouver le logarithme d'un nom- 
bre entier joint à une fra&ion , par 
exemple, de 3 j , réduifez l'entier 
en fraôion de même dénominateur , & 

IÏ-H2 17 

, vous aurez ;= ■ ; ôtez 

S S 
maintenant le logarithme du divifeuE 
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f de celui du dividende 17, le relie 
fera le logarithme du quotient. 

Propo(bns~nous maintenant de trou- 
ver à quel nombre appartient un lo- 
garithme donné , (bit qu'il excède les 
limites des Tables , ou qu'il tombe entre 
les logarithmes des Tables. Dans la 
premier cas on retranchera de la carac-- 
tériflique autant d'unités qu'il fera n^- 
ceflaire pour qu'on puifle trouver dans, 
les Tables les premiers chiffres du lo- 
garithme propofé ainfi préparé. Si tous 
les chiffres Ce trouvent alors dans les 
Tables , le nombre cherché fera le nom- 
bre même qu'on trouve à coté; maïs, 
il faudra lui ajouter vers la droite autant 
de zéros qu'on aura retranché d'unités 
i la caradériftique ; parce que * (êloit, 
ce que nous avons dit ci-défius , on 
eft cenfé avoir divifé le nombre pat. 
autant de fois 10 que l'on a retranché 
tfunités dans la caraâériflique. Par, 
•xemple* le logambme 7><?*745* 
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trouve après avoir retranché 4 unité» 
de 7 , répondre à 1041 , j'en conclus 
que le nombre auquel appartient le lo- 
garithme propofé, eft 10410000* Si l'on 
ne trouve dans les Tables que les pre- 
miers chiffres du logarithme préparé, 
on Ce conduira comme dans l'exemple 
fuivant. Pour trouver à quel nombre 
répond le logarithme 7,01 1499, j'ôte 
4 de (à caraétériftique , le logarithme 
reftant 3,01 1+99 tombe entre les lo- 
garithmes des nombres 1016 > 1017. Le 
nombre auquel il répond eft donc 102,0", 
plus une fraâion ; pour trouver cette 
fraétion, je retranche de mon logarithme 
préparé celui de toi 6 pour avoir le 
*efte 332. Je prends dans les Tables la, 
différence entre le logarithmè de 1020* 
flt celui de 1027 > je trouve 423 ; après 
quoi je fais cette régie de trois. Si 42 j f 
différence entre les logarithmes des nonv» 
bres dont nous venons de parler, donne 
1 pour différence entre ces ftomfres; 
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à quelle différence des nombres doit 
répondre la différence 331 entre mon 
logarithme & celui de 1016 ï c'eft-à- 
dire, je fais 413 : 1 : : 332 : x =fn« 
( Cette proportion (uppofe que les dif- 
férences des nombres font proportion- 
nelles à celles de leurs logarithmes , ce 
qui n'eft pas exactement vrai ; mais feu- 
lement à .peu-près lorfque les nombre» 
font allez grands. ) Ainfî le logarithme 
3,011499 appartient à io%6-*-$j à 
très-peu-près , & le logarithme 7,01 1499 
à un nombre. 1000 fois plus grand. 

Si le logarithme propofé tomboit en* 
tre ceux des Tables, on ne retranche* 
roit rien à la caradériftique , & même fi 
le logarithme propofé tomboit au-deflbws 
de celui de 1 200. Il faudrait pour plus 
d'exactitude ajouter autant d'unités à fi 
cara&ériftique qu'on le pourroit , (àn* 
pafler les bornes des Tables ; après quoi 
Ton fépareroit autant de décimales dans 
le nombre trouvé, qu'on auroit ajouté 
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d'unités à la cara&ériftique du loga- 
rithme. 

Soit propofé maintenant de trouve* 
le nombre fra&ionnaire auquel appar- 
tient im logarithme négatif -—itf$i73z» 
J'ajoute 4 à ce logarithme pour avoir 
1,4*7 qui dans les Tables fe trouve 
entre le logarithme de 193 & celui 
de 2^4 j j'en conclus que la fra&ion 
cherchée eft 0,01*4, à moins d'un dix- 
millième près. En effet, ajouter 4 à 
un logarithme , c'ell rendre le nombre 
auquel il répond 10 mille fois plus 
grand* Il faut donc , dans le nombre 
trouvé, féparer quatre décimales* 

Soit propofé de trouver la racine cu- 
bique de , à moins d'un millième 
près. Le tiers du logarithme de 73 eÛ 
0,574778 ; ce logarithme étant cher- 
ché dans les Tables avec une cara&é- 
riûique plus forte de 1 unités , ré- 
pond à 37? à peu-près: donc la ra- 
pine demandée (en réparant 2 déci- 
males) s 
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maies), eft 3,7? à peu-près. Si l'on 
vouloit avoir fà puiflfance £ , ou , ce 
gui revient au même, la racine fèp- 
tième du cube de 53 , on multiplreroit 
Je logarithme de 53 par 3, arec Une 
cara&ériftique plus forte de fept unités, 
Ton fepareroit enfuite 7 décimales dan* 
le nombre trouvé. Si le logarithme ainfi 
préparé Ce trouvoit trop grand pour être 
contenu dans les Tables , on diminue* 
foit (a caraclériftique de quelques uni- 
tés , mais enfuite on ajouteroit au nom- 
bre trouvé un pareil nombre de- o , 8c 
enfin on fepareroit 7 décimales* 

Si Ton propofoit d'extraire la racine 
cube de 0,31 =0,320; après avoir 
trouvé le logarithme de 520,' je pren- 
drais lé tiers de ce logarithme que je 
chercherois dans les Tables avec une 
caraétériftique plus forte de trois unités ; 
& féparant trois décimales, j'aurais la 
racine cube de 510; mais comme je 
yeux la racine de 0,310 , nombre mille 

Algèbre, Tome III. B 
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fois plus petit , la racine trouvée fe- 
roit dix fois trop grande , il faudroit 
donc féparer encore une décimale. / 

Puifque toute fra&ion ordinaire peut 
fe réduire en une fraction décimale ( ou 
exaâement , ou du moins à peu-près dé 
même valeur ) , ainfi que nous l'avons vu 
ci-devant , ce que nous venons de dire 
peut s'appliquer aux f radions ordinaires 
(ans erreur fenfible. 

Propofons-nous maintenant de trou- 
ver le logarithme d'un nombre qui ex- 
cède le plus grand nombre des Tables 
que je fuppofe être ioooo. Soit donc 
propofé le nombre £275681, dont on 
demande le logarithme. Il faut retran- 
cher de ce nombre autant de chiffres qu'il 
cû néceflaire,pour que le refte fe trouve 
dans les Tables. Je retranche donc trois 
chiffres , & le logarithme du reôé 
$ifç, eft 3rfi*1Ui je prens auffi le 
logarithme du nombre $*16 plus grand 
d'une unité, ce logarithme eft 1^84, 
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Maintenant, ajoutant autant d'unités 
aux caradériftiques des logarithmes que 
je viens de trouver , que j'ai f?paré de 
chiffres dans le nombre propofé, j'ai 
les logarithmes tf,f iiff 1 , fiU 1 **** 
& les nombres qui leur répondent , (ont 
527 f 000 & 327*000, dont la diffé- 
rence eft 1000; c'eft pourquoi je fais 
cette régie de trois : la différence mille* 
entre les nombres dont nous venons de 
parler, donnant 0,000133 pour diffé- 
rence entre leurs logarithmes , combien 
$82, différence entre le nombre pfo- 
pofé & le nombre 3277000, donnera-t-il 
pour différence entre leurs logarithmes * 
Ou 1000 : 0,000133 :: éZx :*=.. . 
0,000090. J'ajoute o*oooopo à.,,... 
*i5 1 1 % % 1 > P our avoir le logarithme du 
nombre propofé =s £,712641. Cette 
régie efl fondée fiir ce que les diffé-* 
rences des nombres font proportionnelles 
aux différences des logarithmes > du 
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moins à peu-près , lorfque les nombres 
font fort grands. 

Remarque. Faifons connoître le com- 
plément arithmétique fi ufîté parmi 
les Calculateurs. On appelle compté" 
ment arithmétique d'un nombre , la 
différence entre ce nombre & l'unité* 
fùivie d'autant de zéros qu'il y a de 
chiffres dans le nombre. Ainfî le com- 
plément arithmétique de 3 5 7 fê trouve 
en 6 tant ce dernier nombre de iooo« 

1000 

3Î7 

II eft alfé de voir que pour avoir ce 
complément , il fuffit d'ôter le premier 
chiffre 7 de 10, & chacun des autres de 
p , ou , ce qui revient au même , de 
regarder le premier o à droite , comme 
valant 10, & chacun des autres, 9 y 
en négligeant l'unité ou le premier 
chiffre de la gauche. Par-là la fouftrac^ 

Google 
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tion peut être changée en addition : pat 
exemple , pour ajouter en&mble les 
deux nombres 352 & & retran- 
cher de leur fournie les deux nombres 
201 & 32 , 

compi. arithm, de» . . . 201 . . 759 
compl. arithm. de. . . . 32 . . . . tfg 

174* 
£42 

j'écris les deux premiers nombres & le 
complément arithmétique des deux der-f 
niers les uns fous les autres > prenant 
la fomme 1 742 , je retranche une unité 
du rang des mille , 8c une du rang des 
centaines > le refte ^42 eft le nombre* 
cherché. Pour en voir la raifon , il fùffit 
de remarquer que fi au lieu de retran- 
cher 20 1 , j'ajoute (on complément arith- 
métique y je fais en même-tems la fouf- 
traôion propofée & une addition de 
«000 : c'efi-à-dire » d'une dixaine an. 

Biij 
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premief chiffre de la gauche du réfùl- 
tat. On voit auflî qu'en ajoutant le com- 
plément de 31, on fait une augmen- 
tation d*une dixaine au fécond chiffre 
du réfuitàt. Si les nombres à retrancher 
avoient autant de chiffres que le plus 
grand de ceux d^nt on retranche, on 
voit qu'il fau droit' retrancher du pre- 
mier chiffre de la gauche du réfultat, 
autant d'unités qu'on ajoute de com- 
plémens arithmétiques : or , pour cela 
il n'y a qu'à ajouter vers la gauche un 
nombre fuffilant de o*, aux nombres 
qu'on veut retrancher. Par exemple , au 
lieu de prendre le complément de 3 z % . 
on prendra celui de 031 , qui eft 96S ; 
mais dans ce cas on retrancheroit-deux 
unités du premier chiffre du réfùltat, 
Se Ton auroit le même nombre cher- 
ché que ci-defliis. 

Pour diviftr 436 par 109 5 il fàudroit 
en fè fêrvant des logarithmes , retran- 
cher celui du divifeur de celui du di- 
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vidende. Au lieu de cette opération , 
j'écris le logarithme de 4J6" , auquel 
j'ajoute le complément arithmétique du 
logarithme 1,037426 de 109» 

%*6$9$%6 log. de 436, 
7,961 f 74 comp. arith. 

0,601060 

Du premier chiffre du réfultat, je re- 
tranche une unité , le refte 0,601060 
eft le logarithme du quotient 4 que je 
trouve à coté dans les Tables. 
. Pour multiplier une fradion par une 
autre fraâion, on ajouteroit enfèmbi* 
les logarithmes des numérateurs , & les 
complémens arithmétiques des logarith- 
mes des dénominateurs , en prenant ces 
logarithmes aufli bien que ceux des nu- 
mérateurs avec un même nombre de 
chiffres à la caradériftique ( pour cela 
on ajoutera , s'il eft néceflàire , un ou 
pluûeurs zéros vers la gauche), re- 
tranchant deux unités du premier chiffré 
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à gauche de la tomme , le réfultat don- 
ne roi t le logarithme du produit. 

Cette théorie commode du complé- 
ment arithmétique des logarithmes , 
change dans leur ufage toutes les fou£» 
tra&ions en additions ; c'eft pourquoi 
elle eft très-employée. Elle donne auffi 
une nouvelle forme aux propriétés des 
logarithmes , comme on va le voir dans 
le tableau fuivarit où L.a défîgne le 
logarithme de a, & L. 1 a le complé- 
ment arithmétique du logarithme de a* 

On doit Ce rappeler que 

L'. a = — L*â , que L'. b= — L. b , &c 
ce qui eft clair, puisque, ... ... . ^ 

L'. d -fr- L« cl = L» i = o. 

i°. L,rt-4-L.£=L.<zx£=L.tf£| 
L-3-f-L. j =L. £X5 = L. if ; 
L. <z-t-L.£H-L.£-+-L. J=L.tf x£x 

cxd = L. abc dy 

L. 3 -f- L, f -f- L. 7 L. n = L, 3 x 
JX7X11 =L.nj5i. 
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2°. L. — = L.a — L. h == L; a 
b 

LU; 
% 

L.— — L. i — L.<z =o — L.<z=L'. a; 
a 

L. -L=L.i-— L.3=o— L.3=L'. 
3 

3°. L.a" =/xL.a; 

- 1 X 
L. a" = L.. a ; 

/i 

* m 
n 

L.$P = j?L.3; 
L.3^=iL.3; 

n 
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l.( 3 *)= — u 3 . 

.;-(t)-t'-Ct)- 

— ( L. a — L. 3 ) = — (L.a+LU)t 
n n 

L ? (f) s =îL.({)=|(L, 5 -L. f )= 
ÎCL. 3 +L f .5)- 

py q* r* / 
n L. 3 r L. c —y L. /> * L# j — 

^ L'./?-+-*L'. j -f- 1 L # . r. 

10L. 14 = 4L. 3-4-9 L, L. 7-+. 
6 V. 11 -h 8 L'. 13 -H xo L', 14, 
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Tablé des Logarithmes des Nombres 
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De Vufage des logarithmes dans la 
réfolution de plufieurs équations* 

\ Souvent il arrive qu'une équation 

échappe à toutes les règles de l'Algèbre 
\ ordinaire, & qu'elle fe réfout avec la 
| plus grande facilité par le moyen des 

logarithmes. En voici plufieurs exemples 

avec quelques applications. 
Problème I. Soit propofé de trouver 

la valeur de x dans l'équation a*=b. 

On a L. a*=L«£ , ou x L. a=L,£ ; 
L. b 

l donc a? = — — • 
L. a 

a m * 

Soit «ncore ^ — as c. On aura 

fin* — I 

mjcL.a— i)L.£=L. ou 

m»L.a— njcL.£-f-L.£=L.£; donc 

5Ç= . 
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font x — n 

Soit encore a*= . Ici 

x"L.a = mxL. h — n'L.b — qxh.c f 
donc nlu.h = mxLJ*>-«L.û — 

çxL.cî d'où a?== 

nLJ . 

_ 

L.J" 2 — L. — L. a i_ " * 
L. 3» L, 3» 

(b m \ L.(#*:d£î) 
c*Xa * 

Soit enfin l'équation ♦ . „ 

a 

T 

Nous aurons d'abôf d ....... 

a 

ou nL.£~- — L. 5 — /n x L. f =s 
x 
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xL.f— ph.fi puis njcL.£— dL.£ — » 
mxxL* c=x xL.f — ocpL.f* en- 
fuite x.xL.b-+-xpLéf — mxxL.c — 

xxL.f= — aL.b\ ou 

(nL. £-f-/> L. /) x — - 

(mL. c-t-L*f) x z =: — aL.b\ ou 

(L. 3»-4-L./>) 

(L^-hL./) # a = — L.£*$ ou... 
*L. — Jc a L. ^/s= — L.b ^ 
\ équation qui fe réfôut par la méthode 
du fécond degré. 

Problème II. Trouver le quinzième 
terme d'une progreffion géométrique + 
tyant (on premier terme a=z iz & 
fon expoiânt 2=2100. 

Le quinzième terme cherché étant 
», n devient =if» On a alors.... 

i i.07£i8 1 
L. # = < iS. 000000 

( 22.07?i8t 

I lOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOÔOOê 

Eij 
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. Problème III. Suppofons qu'il, y ait 
cent mille habitans dans une province t 
& que la population y augmente tous 
les ans de la trentième partie ; on 
demande quel fera le nombre des ha- 
bitans de cette province au bout d'un 
fiècle ? ( Ce problême & les trois fui- 
vans (ont tirés d'un des meilleurs Ou- 
vrages d'Euler , qui a. pour titre : In- 
trodu&io in Analyfin infinitorum» ) Il 
faut fè rappeler ici la formule des pro- 
greffions géométriques ♦ . . . 

Soit n= i ooooo. C'ell le nombre 
donné des habitans , lequel par la condi- 
tion du problême fera «H-^n, ou 
, ou n({£), à la fin de la 
première année. Il deviendra n(f~) 4 
à la fin de la féconde ; n(l£) * à la 
fin de la troifième ; & ainfî de fuite 
jufim'au bout du fiècle où ion expref- 
fion fera n( j£) I0 % ou ioooop (f£) l0P . 
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On aura donc iooooo (|^) 100 s=s * , 
nombre que Ton cherche* 

Mais s'il falloit élever (^4) à la cen- 
tième puiflance par des multiplications 
lùcceffives, on (ênt bien que le calcul 
feroit d'une extrême longueur : au lieu 
qu'en fe fervant des logarithmes , on 

aura tout de fuite» 

L. iooooo-f- 100 L. 75- = L.jc ; puis 
L.{£sbL. 3 1 — L. 30= ( par des Tables 
qui ayent dix décimales , celles d'UIacq, 
par exemple ); 0*014240439 ; dore... 
100 L. 2= i>4i40439« D'ailleurs 
L. iooooô±£f ; doncL.sr= ,424043? , 
& x= 2554874» U y auroit donc, après 
cent ans deux millions fîx cent cinquante- 
quatre mille huit cent foixante-quatorze 
babitans dans cette province. 

Problème IV. La terre ayant été 
repeuplée *près le déluge par les trois 
enfans âc Noé & par leurs trois femmes, 
0» demande dans quel rapport la popula- 
tion iuroit du croître dans chaque année , 
Eiij 



Digitized by G00gle 



78 Elémens 

pour qu'il y eût un million d'homme* 

au bout de zoo ans? 

Soit — - Paccroiflèment annuel; & 
x 

nous aurons l'équation. « # . 




fc par conféquent L. = .,.3 



1 1000000 
, L. , — 



200 
1 

• . f ,1218487=5 Q>o2tfio?i ; d*ofc 

200 



I-hX 106X96$ 

=5 -r-r , PUIS...... il 

X IOOOOOO 

ïoooood se? 61963 x* Enfin. 5f=itf 
environ. Il eut donc fallu que le genre 
humain fe fût accru tous les ans de 
ce que U fan te robufte, & les long? 
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jours de nos premiers parens rendent 
afTez, vraifemblable. 

Problême V. Cherchons, maintenant 
la quantité dont il faudroit qu'un j euple 
s'accrût tous les ans, pour être deux; 
fois plus nombreux à la fin ds chaque 
fiecle. 

Soit n le nombre de ceux qui esm- 

pofent ce peuple , foit — la quitté 

que nous cherchons ; on aura pouç 
chaque époque féculaire , Féquaiieà 

n^— 5=?2t, qw 

L. ^-i^^)=^L. 1=0,0050103; 

d'où =' . — * = 

5? IOOOOOOO 

à peu-près 144. 

Problème Vî. Suppofons enfin qu'up 
certain nombre " d'hommes augmente 
tous les ans de la centième partie , CQQW 
Eiv 
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* 

bien faudra- 1- il d'années pour que ce 
nombre (bit dix fois plus grand? 

Appeilant n ce nombre d'hommes, 
se le nombre cherché d'années , on aura 
au bout de x années , n(-^)*=ion, 

ou 10, qui donne 

L. 10 

L. 101 — L. 100 

lOOOOOOO 

- 3=231» Donc il y aura 

•*.; .43**4 

3ix fois plus d'habkans à chaque époque 
de 231 années. 

* Problème VII. B a dépenfé le tiers 
de fon argent, & Gl dépenfe eft telle 
que la cinquième puiflknce de l'argent 
dépenfé eft au cube de l'argent qui lut 
refte : : ; : 8. Au contraire C a gagné 
une fbmme dont le cube eft au quarré de 
324* qu'il avoit d'abord 1:3:1*. Trou- 
ver ce qui refte à B , & le gain de C ? 
, Reponfe* Batf* de'reàe, & C a 
ffigné 27*.- 
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De la Régit de Trois , & de quelques 
autres Règles qui en dépendent* 

La connoiflance des proportions , des 
progreffions & des logarithmes étoit né- 
ceflaire pour l'intelligence de ce cha- 
pitre, auquel ils fervent de bafe; cefl 
pourquoi nous ayons renvoyé ici les 
régies dont il traite. Voici l'objet de 
la première. Etant donnés trois termes , 
on a fouveht befoin de connoître un 
quatrième qui leur foit proportionnel; 
& ce quatrième terme Ce trouve > comme % 
Ton (àit, d'une manière bien facile* 
La régie que Ton met alors en ufàge, 
s'appelle la Régie de Trois ; ce n'eft 
qu'une Ample application de la pro- 
priété fondamentale des proportions 
géométriques. 

L'ufage eft de difiinguer deux forte* 
de régies de trois , l'une que l'on agi 

Et 
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pelle * l*^tre que Ton, appelle 

inverfe. 

Soit v p*op$ey par exemple, de cté- 
terminer le prix de a* marcs d'argent, 
en fuopofànt que le marc coûte f2 tt » 
Il eû irritent que le prix inconnu doit 
*tre au prix donné , dans le même rap- 
port que les if marcs font à im fêtil 
marc» Appelant donc xt le prix que 

Ton cherche , on aura , . 

\M z ifft :: : jç, d'où on tirera.» 



Si Pon eut propofé de trouver le 
, prjx de'7ô marcs dans Fhypothèfê qu*il 
<en eût coûté 714* pour 14 marcs, on 
eût dit; : .\r4 M : 7o M r : 714*: x* 9 & on 

auroit conclu que., . ... 

1 70.714 

.jçasg s m Ces deux 

U 

- exemples font du nombre des régies 
de trois dire&es» 
Mîtfs fi on f rof ofitt certc queffion.. 
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5? ouvriers snt fait wHçertaia ouuragc 
en itoi*;)otK$i,;Êo y n&^^ 
jounà^p^rifrç ppu*, flirte le mçmç 
ouvrage î.*.,. fca régie 4e,i£ûi* feroit 
inverft % p^fefi >Wt ifi ,t^5 néqçflforp 
pour acheva le, n^e trjfva^l eft ,en, 
raifon isverfe 4u fHHfib, rç 4 e55 twvailr 
leurs, A lift difpoXeroit^p les trois , ter- 
mes r .eonftu> autrement que 4?ins, lçs 
régies 4? trois iitofe* ; on éqritoit jrçr 
exemple, , . >s?°Wv ; ; * : ÇJt 
.on .tFqwvffoit #;*f m ^'^ r à^rr, 
-qu'il fa-u&oifi.if jours pour que ? y ou- 
vriers fj£pqt 1* mêff^ ouvrage que $f 
ouvriers auroient fait en { jours,. 

Remarque*, que fi j'ua des #mx 
premiers texrn^ d'une régie {Je trois e£ 
multiple de l'autre , <m peut fîuiptyfiep 
le calcul, en ré4uiûnf; * la plus fiiuple 
cxpwflton l'eflaèçe, fie .fcftioji qui en 
^rélulte., A,y Heu d'écrire :; * ; f, 

, . 57. ^ . . 

•u . = — , on peut écrire 

Evj 
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'5 ?t::^î * n général toutes ie* 
qu'il 1 Y j a 1 moyen <Wnirôduirfe l*unîté 
%ms une proportion, il ne faut jamais 
y manquer, parce qu'alors- k-tetmé que 
V<& cherche," eft le produit ou Je quo- 
"tîent des deux- àtttresi Par exemple, 

lune dès propdrtioto précédentes, 

14'? 70 : : ?I4 'ï'sè , eût! pu Ce réduire à 
une beaucoup plus fimple , 1 : f :r?i4 îx. 
'-Et quand biénriiême ôn ne ràmèneroit 
: pa£ à l*unité un : des termes connus, 
âl (uffit que Ton -puiflê le ranienér du 
moins à un plus petit nombre, pour 
ne &s teiffe*- échapper eette^ réduc- 
tion.- 7 ' - ' •\?v-*^ï • • 
7 " Remarquez 1 } i°P que <pour dHcerner 
les Tégles de trois in ver (es on n'a qu'à 
comparer enfèmble les termes qu'ellés 
renferment, afin de voir fi le rapport 
: des deux premiers efk l'inverfe du rap- 
cport des deux antres. La moindre ré* 
^ flexion fuffit pour çonnoître Tordre dans 
lequel ces termes doivent être placés* 
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,Ûn en pourra juger par les deux exem- 
ples fuivans» 

Six efcadrons ont confômmé un ma- 
gaHn de fburage en ?4 jours, en com- 
bien de jours Peuffent confommé neuf 
efcadrons ? 

Plus il y a de chevaux , & moins il 
ikut de temps pour la même confommà- 
tion. La régie eft donc inverfe. Ainfi 
6 B : 9* : * xî : 5 4L Donc» • 




Autrement ix$ : 3 X 3 H.P' 0U 
'»:}::x:54; & » = j.S4 i == : 3^ 

Si pour un meuble particulier, il 
faut aunes d'une étoffe large de f , 
combien en faut-il d'une étoffe large 
de i ? 

Il eft chir que plus l'étoffe eft large , 
moins il en faut. On a donc f :$::x:6 3 
& réduifant au même dénominateur , 
6. D'où 8;p 011 
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bien 8 ou encore S :*::;:», 

C2 qui donne x = 5 au, -+-f- 

Remarquez, 3 . que dans une règle 
de trois inverfè, on peut placer le terme 
inconnu au quatrième rang ; il ne faut < 
que changer de place les deux premiers 
. termes* Ainfî , au lieu d'écrire 

57 : 19 x; 5 9 on peut écrire,..,*, 
191 $7 iiîi x. Cela, revient au même. 
Au refie, les régies de trois direâes 
font prefque les feules dont on fafle 
ufege dans les différentes, parties des 
Mathématiques. 

Soit propofé maintenant de réfoudre 
cette queflion : 10 hommes ont fait 140 
toifès en 15 jours ; combien jo hommes 
en feront ils en iz jours? 

On appelle règles de trais compofSes 
ces fortes de problêmes où il entre plus 
de trois, termes connus. Pour trouver 
alors le terme que Ton cherche, on ré- 
duit la queflion à des régies de trois 
fimples ; on peut, dire t par exemple > 
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fi 10 hommes ont fait 160 toifês, com- 
bien 30 hommes en feront-ils dans le 
même tems? 

20 : 30 : : 160 : x \ 
ou i : 3 itfo : x== 140, 

«Donc en 15 jours 30 hommes feront 
MO toilès. Mais on (upgofe qu'ils ne 
doivent travailler que pendant 1 1 jours. 
"On aura donc 1 f : 12 : : 240 : a? , ou > 
5:4:: 240 : a? , ou même........... 

x : 4 2 : 49 \#t=ii9i. T . Ceft le 'nombre 
cherché. 

; Il eûf été facile de le trouver en 
difpofent ainfî' les termes : . r 

2o h : zo H T 

. 9 . : : i6o T : x* 
x$» 12» 

& en multipliant 20 par if, & 3 par 
*it. Car 20 hommes qui travaillent if 
jours % font 300 journées de travail , 
pendant que 30 hommes qtû travaille- 
ront o>uze jours en feront 360* Mais 
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fi 300 journées de travail ont produit 
160 toiles, il efl clair que $tfo jour- 
nées en produiront 191 y parce que 
300:360, ou 30 : 3$ , ou. ...... ••] 

y : 6 : : itfo : i$z« 

On peut même résoudre cette que£ 
tion (ans employer la régie de trois 4 
en difant 160 toifes en 15 jours foitt 

- par jour , dont la vingtième par- 

160 

rie, ou eft l'ouvrage que 

tait chaque homme par jour. 3© hommes 

. 1^0 

feront donc 30 X , ou. . . 

15X20 

30X1^0 

— chaque jour ; & par con- 
iyxio 

fcquent en 11 jours ils feront, ..... * 

11.30.160 n.i.8 
. — — 

if.zo 1.1 
Nous n'infifierons pis fur ie$ chofts 
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auffi aifées. Quand on a un peu d'ha- 
bitude du calcul, ces régies Ce pré- 
ièntent naturellement à Pefprit , ou on 
en imagine d'autres qui valent quelque* 
| fois mieux. 

La régie de trois eft du plus grand 
ufàge dans toutes les parties des Mathé- 
matiques. Elle fert beaucoup auffi dans 
quelques autres que nous allons par- 
| courir. > 

Régie de Compagnie. Deux négo- 
| clans ont rais nooo tt en fbciété dans 
le commerce, & ils ont gagné 135.0*. 
Ils veulent partager ce gain à raifon 
de leurs miles , qui (ont 8000* pour 
le premier négociant , & 4000* pour 
le (ècond. Que doit-il revenir à chacun ? 
1 La réponfe eft aifée ; car la mi(è 
totale 12000^ eft au gain total 13*0*, 
comme la mifè de chaque négociant eft 
au gain qu'il doit faire. On a donc, 
12000 : 13 ?o :: 8000 : jc, 
ou noo : 135 : 8000 : x ; 
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ou encore , 400 : 45 : : 8000 : x, 
ou bien 80 : 9 : : 8000 : x j 
ou enfin , 1 : £ : : 100 : x = ^oo tt ; 

C'eft Je gain du premier. Ce qui refle 
de i^fo** efi le gain du fécond* Rien 
n'eft plus facile. • 

Trois amis ont fait une bourfe com- 
mune pour le jeu. Le premier a donné 
j 1 7 tt ; le fécond 72 j le trôifième 54. 
Ils ont perdu 93*, Quelle eft la pertd 
de chacun? 

U7:*= = 44 + î~f. 

*43 

72X ^ , us 



143 

f4?* 



243 5?3 * 

On eût pu divifer d'abord les deux 
premiers termes par j & divifèr en-* 
fii i te par 9 le quotient du premier , & 
çhaçun des troisièmes termes, en diiànt; 
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f I I 7 • X* 

81 : 13 : : < i% : x» 
' t ^4 

Ç 15 :* = 44-f- 
Puis., .p : 3* ~ S 8 : x = 27 -H |» 
C 6 1 x = -H j. 

On vérifie ces fortes . de régies en 
ajoutant les pertes ou les gains de tous 
les afïociés. La Comme doit toujours 
i être la perte totale ou le gain total, 
l Lpr (qu'outre les mités particulières, 
il y a encore des teins différens , la 
régie de compagnie s'appelle compoîee. 
Exemple* à, B & C ont gagné 
nft avec un fond qu'ils a Voient 
mis en Société. 11 s'agit de partager ce 
gain à raifon des mjfes. Celle de A eft 
de 4500* pendant 6 mois; celle de 
B eft de 3000^ pendant 8 mois; C 4 
mis il fo pendant dix mois, 
Multipliez d'abord chaque mlCe par 
| h tems qu'elle a été employée , & dites. 
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cnfuite : la fomme de tous ces produits 
eft au gain total, comme chaque pro- 
duit ën particulier eft à la partie pro- 
portionnelle de gain que je cherche. 

45o tt 3000* 2iço tt 

A»*«. 6 8 C««». 10 

27000 24000 21500 

La (bmme de ces produits eft 73500; 
d'ailleurs 12^ = ^ de livre. J'ai donc 
ç 27000 : x y 
73500: 1660 y 6:: < 24000:5c, 
C 22500 : x. 
Ou bien, dtvi(ànt par 300 le premier 
terme & chacun des troifièmes , 

245:1^0,^:: < 8o:#=S4* +lh 

i*6o*-f-ff£ 

La Règle <C alliage confifte, ou à 
trouver le prix moyen d'un mélange 
formé de plufîeurs chofes différentes^ 
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dont les quantités & les prix font don- 
nés ; ou à troifver dans quelle" propor- 
tion il faut prendre de chacune # de ces 
chofès, lorlque leurs prix & le prix 
moyen font connus. 

JPremier cas. A quel prix fâudroit- 
il vendre le marc d'un alliage formé 
avec 6 marcs d'argent à 48^, & iz 
marcs d'argent à 36*, pour n'y rien 
perdre ni gagner. 

Multipliez chaque partie de l'alliage 
par fon prix refpectif , & divifez la (bmme 
des produits par celle des quantités mê- 
lées ; le quotient fera le prix moyen. 
6*X48 =288 1 720 

*>X36 =43* j — Tj — 4 °* > 

18 720 
prix cherché» 

Cette méthode e& fondée fur la régie 
de trois que voici. La fomme des marcs 
eft à 4 celles de leurs prix, comme un 
feul marc de l'alliage eft au prix moyen* 
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Cette proportion , qui eft évidemment 
jufle , donne 

1^: 720 :: i :^c = ^ = 40. 

On vérifie le premier cas de la régie 
d'alliage , en évaluant tout le mélange 
au prix moyen» 

11 eût été facile de trouver une for- 
mule algébrique qui eût indiqué la mé- 
thode dont nous venons de nous (èrvir. 

Second cas* Le premier moyen & 
celui de chaque partie de l'alliage étant 
connus, il peut arriver, i°. qu'aucune 
des quantités dont le mélange doit être 
formé , ne (bit fixée ; 2°. qu'il y en 
ait une qui le (bit; 3 . que l'on (bit 
reÛreint à une certaine quântité d'al- 
liage. Les exemples vont éclaircir tout 
cela* 

i°. Un marchand de vin Voudroif 
mêler du vin à iffl la pinte avec du 
vin à 8 ft , pour en avoir qu'il pût vendre 
iifl la pinte. Combien doit-il prendre 
de chaque efpèce pour faire ce mélange î 

s 
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l 8 3 

Après avoir ainfï difpofe les trois 
prix, je prens la différence 3 de 12 
à tj, & je la mets vis-à-vis 8. Je 
place réciproquement vis-à-vis if la 
différence 4denà8,&je conclus 
que trois pintes de vin à 8^ mêlées 
avec 4 pintes de vin à 15^ feront du 
vin à n6 # Cela eft évident par la corn- 
penfàtion qui fe fait des deux prix , 
l'un fiipérieur > l'autre inférieur au prix 
moyen. f 

Il ne faut pas cependant conclure de 
cette compensation ; que les nombres 
4 & 3 foient les fêuls qui fàtisfafîènt 
aux conditions du problême. Car c'eft 
ici une queftion indéterminée qui a une 
infinité de (blutions , même en nombres 
entiers. Il fiiffit , pour les trouver, de 
prendre deux nombres qui foient dans 
le même rapport <juè 4 & 3 ; & pour 
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cela, il n'y a qu'à les doubler, tri- 
pler, &c. 

Si le mélange devoit être fait avec 
du vin à 156, à 10 & à 8 , pour avoir 
encore du vin à izfl, on s'y prendroit 
à peu-près de la même manière. C'eft-à- 
dire, qu'après avoir comparé 15 & 8 
avec le prix moyen 1 2 , & difpofé ré- 
ciproquement les différences 3 & 4 , on 
compareroit if & 10 avec le même 
prix moyen n 9 & on difpoieroit ré- 
ciproquement auffi leurs différences 3 
& 1. Voyez l'exemple. 1 




6 pintes de vin à if**, 3 pintes in 
vin à iofl, & 3 pintes à 8, mêlées en- 
fêmble feroient donc îz pintes de vin 
à n<5 # S'il devoit entrer dans le mé- 
lange quatre, cinq ou fix fortes de vin 

à 
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à diflférens prix, on les comparerott 
fùcceffivement deux à deux avec le 
prix moyen , en obfêrvant de ne com- 
parer à-la-fois que deux prix , l'un plus 
fort, l'autre plus foible que le prix 
moyen. 

Dans un tems de difètte , un Boulan- 
ger veut faire du pain avec de l'orge , 
du (êigle & du froment, & le vendre 
4& la livre» Il a 8 boiflèaux & demi 
de froment qui feroit du paîtra 5^ la 
livre. Le pain fait avec le (êigle (êul 
reviendroit à Celui qu'il feroit 

avec de l'orge coûteroit On 
demande combien il doit mêler de (êigle 
& d'orge avec ces 8 boifleaux & demi 
de froment, pour faire du pain à 46 
la livre? 

r 60.. .30. , .4 
48 < 44.. .12, 
C 18. ..ii 

Le prix moyen eft ici 48^. J'en prens 
Alg&n* Tome m. F 
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les différences avec les autres prix , 
comme dans l'exemple précédent j 8t 
j j dis : 

Pour faire du pain à 4^ la livre avec 
les prix marqués , on pourroit donc pren- 
dre 34 boifleaux de froment avec li 
boifleaux de CeigleJk iz boifleaux d'orge. 
Mais puifque Ja quantité de froment 
eft fixée , il eft clair que s'il faut n 
boifleaux de feigle & 1 1 d'orge fur 34 
de froment , il en faudra fur 8 \ une 
quantité proportionnelle que je déter* 
minerai par cette réglé de trois, 



34;8~$:n 



:x—z boifleaux \ jf ^^ e * 
• y d orge. 

ïl en eft de même pour un plus grand 
nombre de chofès à mêler, quand on 
connoît leurs prix & la quantité de Tune 
d'entr'élles. 

Oa a trois fortes de café* La livre 
du premier vaut 50^, celle du fécond 
en vaut 38, celle du troifîème , X4. 
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Trouver dans quelle proportion il faut 
les mêler pour en faire 64 livres que 
l'on puifîè vendre 30^? 

Prenez les différences comme ci-def- 
fus , & après les avoir ajoutées , dites ; 
Ja (bmme des différences eft à la quan- 
tité de mélange que Ton veut faire , 
comme chaque différence en particu* 
lier eft à la quantité qu'il faut prendre 
4e tel ou tel café. 

rjo.. 6 r 6:x— 9j 

Ci4..io.8 t28:;c=44f 
40 64 

La règle de fdujfe pofition fêrt à 
trouver un nombre inconnu par le 
moyen d'un nombre fiippofé. Soit pro-r 
pofë , par exemple, de trouver un nom-r 
bre dont la moitié , le quart & le cin- 
quième fafTent 456, 

Je fuppofè que ce nombre eft 20» 
Mais il eft clair que la moitié , le quart 

Fi) 
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& le cinquième de 26 ne font que i?. 
Ma fuppofuion efl donc faune. Elle 
n'en fervira pas moins cependant à me 
foire connoître le nombre demandé. Car, 
puifque deux quantités font toujours 
entr'elles comme leurs parties ftmbla- 
bles ; on peut les regarde^ Tune comme 
la fommé des antécédens d'une fuite de 
termes proportionnels , l'autre comme 
la fomme des conféquens. Or ces deux 
fommes font entr'elles comme un nom- 
bre quelconque d'antécédens efl au mê- 
me nombre de conféquens , & récipro- 
quement ; donc la moitié, plus le quart, 
plus le cinquième de 10 , font à la moi- 
tié, plus au quart, plus au cinquième 
du nombre que je cherche , comme le 
nombre 20 lui-même eû au nombre 
cherché. 

J'ai donc \$ : 456 : : 20 : x = 480, 
qui réfout le problême. 

Trois Négocians ont perdu .2400* 
en fociété. Cette perte devant être ré- 
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partie à proportion des.mifés, & ht 
mifé du premier Négociant étant égale 
à la fbmme des deux autres , pendant 
que celle du fécond eft double de celle 
du troifîème ; on démande quelle doit 
être la perte de chacun ï 

Si je fuppofe que la mifé du troi- 
fième eft de $ tt , celle du fécond doit 
être de 6, & celle du premier de 9* 
D'où je conclus que 

400 * 
8oo 9 
1200; 

Une infinité d'autres nombres formés 
fuivant les mêmes conditions que 18 , 
auroient donné le même réfîiitat. 

Combien faudroit-il de teins pour 
remplir un baflin , en ouvrant tout-à-la- 
fois quatre robinets, donç le premier 
ièul le rempliroit en % heures, le fé- 
cond en 3 , le troifième en $ , & kt 
quatrième en 6Î 

11] 



18:1400; ou 3:400 



f 3 : *= 
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I - Suppofbns : qu'il fallût une heure, 3b 
voyons fi le baiïin fe trbuveroit rempli, 

II eft clair que dans cet intervalle le 
pretnîèr robinet en rempliront la moitié, 
: qae le fécond en rempliroit le tiers , &c, 
& qu'ainfi les quatre à-la-fois fourni- 
roient dans une heure de quoi remplis 
^ ou f du baflin« Il ne faut; donc pas 
line heure. Pour déterminer' au juûe 
ce qu'il faut, on "dira ^ 

Jl awîve - fb^vent qu'une première 
(uppofition ne fuffit pas pour réfoudre 
ces petits problèmes ; on en fait alors 
,une féconde. C'efl ce que Ton appelle 
fa Régie de double faujjh'pofition* * 
* Exemple. On ^demande deux nom» 
très dont- la cKfféfénce foit 6ç dont 
}a fcmrne '{bit itf* 

Suppofbns que le plus petit de ces 
^eux nombres foit i nous aurons 9 
jour le glus grand, & J 10 pour leœp 
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fbmme. Mais nous devons avoir 1 6 pour 
leur Comme ; nous fpmmes donc en er-* 
reur de tf; 

Suppofofts maintenant que le plus 
petit des deux nombres cherches foit 5 , 
ce qui donnera ji pour le plus grand. 
On aura 14 pour leur iômme , & 1 pour* 
erreur. 

Mais nous (avons d'aiUeu ts que la 
j>lus petit nombre, cherché doit être 4* 
,& nous voyons que la première eneu* 
€ji a la féconde , comme la différence 
entre le premier nombre fuppcfé & le 
nombre cherche eft 4 la différence entre 
le fécond nombre fujjpofé , & le même 
nombre cherché , puisqu'on a é : 2 : : 3 : 7, 
Refte donc à trouver une méthode qui 
fafle connoître le nombre cherché daiis 
tous les cas où il y a proportion entre les 
erreurs & les différences dont nous ve«s 
lions de parler. 

Soit donc x le nombre cherché ; (bit 
g 1$ premier nombre fîippofé , b le 
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fécond, <? la première erreur, </ la fé- 
conde. Il eft clair que toutes les fois 
qu'il y aura proportion entre les erreurs 
& les différences indiquées , on aura . . 
c %d\\x— a : je — & que par con-i 

bc — ad 

fcquent x = . 

* c*-d 

Donc />ow. trouver par la règle de 
double fauffe-pofition , le nombre cher- 
ché \ il faut multiplier chaque nombre 
fuppofé par terreur qui répond à V autre 
nombre fuppofé & divifer la différence 
de ces deux produits , par la différence 
des deux erreurs. 

Nous avons fiippofé dans Pexemple 
qui précède que les deux erreurs étoieni 
de même fîgne. Si elles euiïènt été de 
lignes contraires , il eût fallu alors di- 
vifer la fomme des mêmes produits, 
par la fomme des erreurs ; puifque d % 
par exemple , étant une quantité néga- 
tive > la formule devient 
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bc^rad 

, Donc la formule ge- 



d 

bc*+-ad 



nérale fera x = 

c d 

Toutes les fois que les deux nombre* 
(uppofés ne iàtisferont point à l'énoncé 
du problème , oit voit bien qu'il fiifhV 
roit de ramener l'un des deux au nom- 
bre cherché , par une correâion con- 
venable. Soit donc y cette correâion ^ 
(bit d la plus petite erreur v foit b le 
nombre qui l'a produite , & le refle 
comme ci-defliis. 

Il eft clair que fi b eft plus petit 

que a; , on aura ; . . •( 

bc-~ad 

b+y = ar es — — — ,ce quidon- 
<r — </ 

nera ^ = — ; c'efl-à-dire* 

c — d 

que dans les deux cas, il faut multi-< 
plier la différence des deux nombres 
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fuppolcs par la plus petite erreur, & 
divifer ce produit par la différence des 
erreurs, lorsqu'elles ont le même figne, 
ou par leur, fomme, quand elles ont des 
fîgnes différens. Le quotient eft tou* 
joirs la correction cherchée. 

Rapprochons maintenant les diverfès 
opérations de la règle de double faufjt* 
f ofitîon. Elles confident à (uppofer un 
nombre que Ton aflujettit aux condi- 
tions du problème ; s*il y fàtisfait , comme 
cela arrive quelquefois y le problème eft 
ïéfôlu. S'il n'y (atisfait pas , on marque 
l'erreur foit pofîtive , fôit négative , & 
on fiippofe un autre nombre , que l'on 
applique' de même aux conditions du 
problême. S'il en réfuite une nouvelle 
erreur , on la marque comme la pre* 
cédente. Enfuite on mulwpiie la pre- 
mière erreur par le fécond membre, & la 
féconde erreur par le premier. Cela fait^ 
f>n divifê la {bmme des deux produits 
par çeile des deux erreurs ^ lorfque les 
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fîgnes de ces erreurs font différera. 
S'ils font les mêmes , c'ell la différence 
des produits qu'il faut divifer par- la 
différence des erreurs. Le quotient eft 
le nombre cherché. 

Exemple. Pour engager un ouvrier; 
pareflêux à travailler , on lui promet 
un écu par jour*, à condition que les 
jours où il ne travaillera pas , il ne 
recevra rien ,, & qu'il perdra au con* 
traire 24^ chaque fois. Au bout de if 
jours l'ouvrier ne reçoit que 24**. Com- 
bien de jours a-t-il travaillé ? 

Je fiippofe qu'il a travaillé pendant 
6 ; mais je vois que dans cette fuppo- 
fition il n'auroit dû recevoir que 7* 46, 
Il en a cependant reçu 24. Je fuis donc 
en erreur de 16* ou de itf , 8 tt 
en moins ; d'où je conclus que cet ou- 
vrier a travaillé plus de 6 jours. 

Supposons donc qu'il ait travaillé 
pendans 12 jour*, & voyons quel en 
fera le rcfultat. L'ouvrier aurait dù 

Digitized by G00gle 



I08 É L É M B N S 

recevoir $z* 8<* : il n'en a pourtant 
reçu que £4. L'erreur eft donc 8 tt 8^, 
c'eft-à-dire , 8 , 4* en plus. 

Je difpofè akifi les deux nombres 
tuppofés & les erreurs correfpondantes: 

6î ni 
— 16,8 Hr 8,4» 

Fuis je multiplie le premier nombre 
par la fecohde erreur* &*le fécond 
nombre par le premier. Les produits 
font 50,4 & 201,6. Je les ajoute , & 
divifant leur fomme 2^2 par celle des 
erreurs (qui eft 25,2 ) je trouve 10 
four quotient. C'eft le nombre cherché. 

Si les deux nombres fiippofés avoient 
lonné deux erreurs de même figne, 
j'aurois divifé feulement la différence 
des produits par celle des erreurs. 

Exemple* Après avoir trouvé par la 
première fuppofîtion, que cet ouvrier 
a travaillé pendant plus de 6 jours» je 
fuppofe qu'il a travaillé pendant 9. 

L'erreur 
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dLVrreur fera encore en moins di 
4** 4^ = 4, %&é J'ai donc 

_ . i<5,8 — 4,x. 

Puis, ÏX4)* = ijji..iMMi. M ^ 
yxiM^if * ? 1 * «MM 1 *,* = i ié.é 
n6 

1^8 — 4,1=12^.. & =f to i f 

comme cl-deffus» . ^ 

La formulé de làcorredion s'ap*; 
plique aifément à ces petits problèmes* 
Ici , par exemple > -on an roi t. 

^ 16,8 — 4,2, X ^ 

Ce qui indique que le fécond nombrV 
fuppofé, 9 y doit étire augmenté (Tttftéf 
unité pour être égal au nombre que* l'oitf . 
cherche. 

La plupart des problêmes du p*e^ 
mier degré , qui ont déjà été réfolus' 
ou propofés , peuvent fè ré foudre fa-* 
cilement par la règle de double-fauHe* 

Algèbre* tome III. G 
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polîtion, qui ne paroît d s abord fondée 
que fur un fimple tâtonnement , mais 
qui n'efi pas moins ingénieufe , ni moins 
utile , aux yéux «Tel Géomètres , & fur- 
iout des Aftronomes. ' 
* La Règle d'intérêt * pour but de 
fixer la fomme dôe pour de l'argent 
«tëté fous certaines" conditions. On peut 
les varier à l'infini , Se c'eft ce qui 
rend aflez compté le calcul necef- 
fcire en plufieurs cas, Nous nous bor-. 
nerons à. ceux qui.frnt le plus en ufi^e ; 
&laiffant à chacun le foin _de réfoudre 
£ar la règle dê trois" 7 ceux qui en font 
fùfceptiblès , nous confidérerons Ja.choft 
^ujf .généralement. ..a-, i\ L ' int *' r * t 

(impie- , "„ ,„ 

Si un càpïtaïifle a prêté 15600* à 
8 pour 4 (pour cent ) par an» quelle 
fomme faudra-t-if lui donner dans cinq 
ans pour le rembourfer, & mi payer 
en roême-tems l'intérêt de'fon argent? 

Soit <; = if6oo«, que l'on appelle 
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le capital y ou le fonds, ou le prin- 
cipal. Soit r= 5 ans, ou le tems pen- 
dant lequel l'intérêt court. Sait / = / 'in- 
térêt y ou ce que rapporte dans un 
an f ou en général dans le tems que 
ioo tt en rapportent 8 tt . ( On trouve la 
valeur de i en diïànt.... Si ioo tt en 
rapportent 8 , que rapportera i tt dans 
le même- tems ?.. ioo : 8 :: i :i = o,o8.) 
Soit enfin r = la fomme due , tant 
pour le fond que pour les intérêts* 

Cela, pofé , nous aurons 

: i : : c tt : x = c /= l'intérêt du ca- 
pital pour un -an. Mais lî àu bout d'un 
an l'intérêt eft ci^ il fèra cit au bout 
d'un tems t \ car i : c i : : t : x=cit. 
Réunifiant donc le capital c & l'intérêt 
cit) on aura généralement la fomme 
demandée rsac + c/r; d'où Ton tire 

r r — c 

c «— — , • • • • t — — ————— •••••• »j 

zr-Ki et 

ci 

Gij 
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Subftituons les valeurs , & nous trou- 
verons pour cette queflion 

r = 1 5 600 1 s 600X. 0,08 x 5=2 1 840^ 

Si la queftion précédente avoit été 
énoncée de cette manière .... Au bout 
de cinq ans on a payé tant pour le. fonds 
que pour les intérêts à 8 pour cent, 
la (bmme de 11840**; quel étoit le 
fonds ? 

En fubftituant les valeurs dans la for- 
r 

inule c = — — , on auroit eu..* 

r _ il8 4° 21840 

o,o8Xï-f-i 1,40 
i?6oo*. 

On trouveroit par les autres fprmule* 
le tems ou l'intérêt* 

i°. Un commerçant doit payer chaque 
année iooo tt à un autre commerçant ; 
mais comme îl a befbin de fbn argent, 
il le prie de ne pas en exiger pendant 
8 ans , promettant de payer à cette 
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époque tous les arrérages avec les in- 
térêts à f pour 100. 

Appelons a ce qui efl dû chaque an- 
née , foit rente ou annuité' , (bit pen* 
fion^ &c,„..i l'intérêt de i tt pendant 
lin. an, . . .r le teins après lequel feront 
payés les intérêts Se arrérages dont la 
fomme fera s. Difons en fuite : la rente 
ne doit être payée qu'à la fin de Pan*- 
née ; le commerçant ne devra donç 
aucun intérêt pour la première année. 
Mais à la fin de la féconde il devra 
Ai d'intérêt; à la fin 4e la troifièrae, 
% ai ; & einû de fiiite jufqu'à la fin de 
la dernière , où les intérêts dûs. feront 
exprimés par ai(r-— i). 

Or ces intérêts forment une progres- 
sion arithmétique dont le premier terme 
eft zéro , le dernier z=sa i (f— - i ) > & 
le nombre des termes ç=r. Prenant 
dans les formules générales des progre& 
fions arithmétiques celle où Ton obtient 
la fomme des termes par le premier, 
G iij 
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le dernier & le nombre connus.....? 

(an-t-tan \ 
Jc== J y se ftbfti tuant les 

nouvelles dénominations , on a la (bmme 

des intérêts • 

oXt-t-ai(t — i)Xf _ 

JtHl l2l_. Cette fomme réunie à 

.2 

ce qui elt dû pour la rente f , doit for- 
mer la (bmme des arrérages & des in- 
térêts. Donc la fomme entière due eft 

svssait -4-<z*=. 

2 

U{t— o+i]— ; ce q« 

2 

1S 

donne. ...<z = 

1 [i(î-i) + i]f 

i = — < . . . • , ♦ • • • »7. •, 
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w u ai V ii / ** 

i — % s 

z i 

Subflituant les valeurs , on trouvent 
dans le cas prêtent ................ 

8ooo 

j- = ( o,o f X-7 -h * ) X =£40o*« 

i 

Si Ton Connoiflbit s y i, r, on trouA 
Veroit a par la formule ci-deflus. 

%\ L'intérêt compofé eft celui qui 
provient tant du principal que des in- 
térêts qui en réfultent, lefquels Cont 
luppofés refier entre les mains du dé- 
biteur , pour y être joints au capital à 
l'époque de leur échéance. 

Une partie des biens d'un pupille 
confiée dan» une femme de 20000** » 
que fon tuteur a placée à y pour 100, 
Au bout d'un an , la perfbnne qui avoit 
emprunté cette fomme, la rembourfe, 
& en paye l'intérêt connu. Le tuteiu; 

G îy 
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trouvant aufli-tôt une occafîori 4e placer 
Cet argent. au même intérêt, fortne un 
nouveau capital de la (bmme des *oqoo tt 
& de l'intérêt qu'elle a produit pen- 
dant un an , & place çe capital. Il place 
j}e même à la fin (Je la treizième année 
le fonds , & l'intérêt de la féconde , & 
ainfi de fuite pendant fîx ans. Que doit- 
il à (on pupille pour cette partie de 
fcn adminittràtîon ? 

Soit c=s ioooô 1 * qui font ici le priîh 
fcipal ; foit f=x.6 ans$ j=sla fomme 
flûe par le tuteur; i = l'intérêt fîmple 
d'une livre; ^== i^-H-i s= line livre 
plus (on intérêt, On trouve q par cette 
proportion. Si ioo* en produifènt lof 
au bout d'un an, que produira i*i 
ou loô : io? ; : i : ^= j,of. 
- Tl eft clair maintenant que fi i tt pro* 
çluit q dans un an , q produira la fé- 
conde année q % \ car i iqzzqzq** La 
fomme dûe pour i*, & pour (on jntér 
têt pen4ant-deux ans fera donc q*. Elle 



Digitized by G00gle 



P'A L G É B M« 117 

fera q* pour trois ans, & q* pour un 
nombre t d'années. Mais puifque i tt 
produit q % dans un tems t , <? tt produi- 
ront dans le même tems. On aura, 
donc, = cq t = ioooo X 1,05*=; 
*ooooX i>34oi s=a^8o2 tt dont le tu- 
teur eû redevable à quatre ou cinq fols 
de moins* 

La formule s = cq* donne • 

: f=K — , ou... 

qt ç 

L.j~L.<? 

L. q=- 



t 

L. L. c 
t —s ■ , , . Les logarithmes 

L. q 

abrègent beaucoup le calcul dans les 
problèmes de ce genre. 

4 . Un banquier perçoit en 1783 
une rente de 1400*, & il place ce re- 
venu à quatre pour 100, en 1784. U 
recevra donc à la fin de 17*4» k fomme 

Gv 
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de 2400** pour ia rente , & ?tf tt pour 
l'intérêt de celle qu'il avpit perçue en 
1783. 

Son projet eft de placer ainfï tous les 
ans julqu'en 179Ï la rente de l'année 
précédente avec les intérêts des autres 
années. On demande combien il rece- 
vroit d'argent , fi à la fin de 1790 les 
perfonnes qui lui ont emprunté , le 
rembourfbient toutes à la-fois? 

Soit tf = 24oo tt . • . . tx=z$ ans...* 
i = 0,04 = l'intérêt annuel d'une 

livre.... . . q— * =£=1,04 

s = la fômme demandée ; & nous atf-* 
rons 4 = ce qui eû dû au banquier 
en 1783 ; a-k-aq—zt qui lui-efi 
dû en 1784; a-t-aq-t-aq*=ce qui 
lui eft dû en 178?; & ainfi de fuite 
jufqu'à ce qui lui fera dû à la fin d'un 
«ombre t d'années ; Pexpreffion de cette 
dette eft a + aq -f- a ...... 

- Or la fomjne de cette progrefllon 
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eft _ Xa=-i xa4 

<i— y i 

La fomme due après un nombre t d'an- 
nées eft donc généralement exprimée 

par j= ™—xtf; formule qui 

, . . (i.04) 8 — i 

donne ici s= x 2 400=5 

0,04 

22114**, à très-peu de cholè près* 

is 

Elle donne auffi a m* ...^ 

q'~ 1 

t sssLi. ■» • . — q — <f-z^ 

q a 

, en fubllituant q — 1 au lieu! 

de i. Or cette dernière équation don-< 
?n«ra au "moins une valeur approchée 
pour <f \ fi elle n'a pas de divifeur conv»; 
menfurable. On pourra donc en déduire 
la- yale^ir de i*/ qui étant multipliée 
G y] 
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par o, fera connoître le taux de Tin-? 

térët , toutes les fois que t y s & a fe- 
ront connus. 



Des ferles & des coefficient 
indéterminés* 

On appelle férié ou Juite un aflem- 
tlage de termes qui pris, confécutive* 
ment croiffènt ou décroifient fuivant 
une mçmç loi : telles font les progref- 
•fions arithmétiques, géométriques, &c, 

On appelle fuite finie celle dont le 
nombre des termes eâ limifé ; & fuite 
infinie celle que Pan fuppofe. continuée 
julqu'à l'infini. 

Les fuites dont les termes vont en 
"augmentant de grandeur , s'appellent 
divergentes y U çeliel dont les termes 
décroiflent de , gwndeur , 3'appeHeot 
-convergentes. V ne &* te diverge oç 
converge d'autant plus rapidement , que 
ha<ju$ içrgie çjoit qi* décroît- plu* fen» 
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fiblement, à. I égard 4* celui qui te 
précède. 

Voyons d'abord de quel ufàge e(t pour 
le calcul des fériés, la méthoc^e des 
çoefficiens indéterminés* 
. On appelle ainfî une, méthode fort 
connue des Géomètres, par la grande 
Utilité dont elle eft , 8c par l'efprit d'in-« 
vention qui y règne. Cette méthode a 
pour but de faire connoitre la fuite des 
termes que l'on peut déduire de cer- 
taines quantités algébriques, Mais pour 
la rendre bien intelligible , il faut l'ap- 
pliquer à quelques exemples. 

Suppofons donc que l'on veuille ré-e 

e 

du ire en. férié la quantité r— a . On 

le pourroit Gins doute , (bit par le (èul 
procédé de la divifion , foit par la for- 
mule du binôme , mais on le peut auifi 
par la méthode fuivante. 

Soient 4 , B , C , D> £* &c. de* 
quantités telles que Ton ait l'équation t 
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p-hx 

Ex4-h8cc. { 

Cette fiippofition eft très-permifê , 
puifque les quantités A , Z?, &c. 
font fufceptibles de toutes les valeurs 
^ue pourra exiger la fuite du calcul, 
& que la quantité x fe trouve fuccef- 
fi ve ment élevée à toutes fes puiflànces* 
I/eflentiel eft de déterminer les valeurs 
"de ces coefficiens : or, pour cela , on 
a imaginé d'abord de multiplier le fé- 
cond membre de l'équation par le dé- 
nominateur p+x de la première, & 
on en a tiré, en ordonnant 




Ap -f- Bp x Cp x * -f- Dp x 3 4: 
1 -+-Ax -hBx* -f-C*3 ^ 



Puis en tranlpofànt C, on a eu 
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rJp-\-Bpx+Cpx*+Dpx*+ 
\Epx4-h8cc. 

' 1— C-h^a? -H C*3 -+• 



Après quoi on a dît. • . . Pu î (que le 
fécond membre Ce réduit à zéro , il n'y 
a qu'à fuppofer que les quantités in- 
déterminées B y Ç, &c. opèrent 
cette rédu&ion , de. manière que tout 
£ê détruite , colonne par colonne , car 
alors on aura autant d'équations que 
d'inconnues, ce qui fera connoître les 
valeurs de ces quantités* 

On a donc.,..^/7 — C=o 

Bpx-t-Ax=zQ* .C/?jc*-1-2?jc*=o. • 
£>px*+Cx*=o. .Epx*+Dx*=o.) 
&c. &c. 

La première équation donne jép=Z 9 



d'où Ton tire ^=-— ; on fubfiitue 



cette valeur dans la féconde équation, 




P 



Iby' 
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c 

& on trouve 2?=?— — rr, M .,.Oa 

fubftitue de même la valeur de B dans 
la troineme équation , & on trouve 

que C= Enfia tout calcul fait, 

p} 

€ C Cx 
on a r = — - — -+-•••«! 

Cx z Cx* Cx+ 

-H * — &c;& 

pi p + p s 

la loi de la férié eft fi manifefle, que 
l'on peut aifément pouffer le cacul aufli 
loin qu'on voudra. 

Soit propofc maintenant de réduire 

en férié ? ■ ■ é 

Je fuppofe que 
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( A+Bx -f- CV-H-.Dx î :+-&C ¥ ) , OU 

* / + %&Ax •+- zaBx* 

^ -— • • « 

Bxi— &ç; 

d'où je Conclus d* = a a <4 , & par confé- 
f uent ^= i ; enfuite a z B a. # ^ = o, 
z ^ 

qui donne B ==: — - --t-. Le même pro,- 
a 



çédé me fait trouver C= -. . f . , . r 

a* 

— r * 

9 &c ; d'où ,•••«,•,•« 



2* 2» 



4 



0* tfî 

Quand i) y a deux termes tfans 
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numérateur , on les égale refpeâive- 
ment aux deux termes homogènes de 
la férié déjà multipliée par le dénomi- 
nateur. Ainfï pour avoir la fuite que 

donne , on fiippoferoit 

i — x — x* 

d'abord i -f- 2, x— ( i — # a )x.« 

(A-+-Bx-*-Cx*-*-&c)', on eftedue- 

roit en fui te la multiplication , & après 

avoir trouvé ji=i 9 & 2? = $, on 

détermineroit à l'ordinaire C, jD, &C 

d'où réfiilteroit =i-fi 

i—x—x* 

)jc-f- 4* a H~7* 3 -f- il» 4 -f- i8#', 
fcrie bien aifée à continuer, puifque 
chaque coefficient eft la fbmme des 
deux coefficiens qui précédent, & que 
s? eft élevé fiicceffivement à toutes Ce*. 
puiflances. Cette férié eft du nombre 
de celles que l'on appelle récurrentes ; 
parce que pour former chaque terme, 
il faut avoir recours à ceux qui le pré- 
cédent. 
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Soit propofé d'extraire la racine quar- 
rée de a a — ar*, que nous connoi£- 
fbns déjà . . . .Suppolez \/(a z — x z ) = 
^+5* 2 + Ca;44-2)^ + 8cç. qui 
donne d'abord, 

SA* Hf- iaABx z +B % x 4 4: 
:..*%ADx 6 
2 5^+&c; 

enfuite A 1 — a % . . . 2 ^ * a = — x z ; 

d'où A=a.... B — ; ce 

za 

qui donne C=— — - — M 

S a* 

D=— — ; en (brte que la férié 

i6a* 

A+Bx*-hCx4-hDx 6 + 8ic. de- 

x* a?4 
vient a— . 
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. . — , Bec. On calculera 4e même 
\6a* 

£ y F, &ç. lî Ton veut un plus grand 
nombre $e termes, 

H y a trois principales fuites de nom-? 
J?res. Celles des nombres figures ou de 
flifFérens ordres , celles des nombres 
polygones y & celles des puiffances. 

I. Les fuites des nombres figurés 
£pmn>ençent ainfî. 
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La loi des fuites des nombres figurés 
eft , que chacun de leurs termes doit être 
la Comme des termes correfpondans de 
la fuite précédente. Ainfî la féconde 
fuite eft formée par l'addition conti- 
\ nuelle des unités ; les termes de la troi- 
fième fuite font formés par l'addition 
continuelle de la féconde. Par exemple, 
i-M=rj # ;... i -f-2 -f>3 = 6 

i-f-2-r-3+4 = io««v 

i-f-*-*-3-*T4-f-f = i5> &c » 

IL Les nombres polygones font des 
nombres formés par là fômme des 
termes confécutifs d'une progreflion 
arithmétique qui commence par i« Et 
ces nombres s'appellent triangulaires, 
quarrés, pentagones , hexagones , &c. 
félon que la différence qui règne dans 
la progreflion eft * , % , 3 > 4, #ç. 
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On les appelle polygones , parce qu'ils 
expriment les divers nombres dont on 
peut dilpofet les unités en triangle, 
ou en quarté * ou en quelqu'autre po- 
lygone régulierè Par exemple, la faite 
des nombres triangulaires i , 3 , 6 , 10, 
1 5 y &c. tire ùl dénomination de ce que 
j unités, ou 6 , ou 10, pu jt$, &c. 
peuvent être arrangées en triangle , de 
la manière fuivante , 



La fuite des rtonrbres quarré* t * 
4, 9 , 16 , &c. eft ainfi appelée parce 
que Ton peut donner une forme quarrée 
aux unités qu'ils contiennent j on peut 

les 
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les difpofèr, par exemple , de la ma- 
nière* fuivante , 



, &c. 



Il en efl de même pour les nombre*, 
pentagonaux & ceux qui font au-deffus, 
Plufieurs Auteurs des deux derniers 
fiècles ont beaucoup travaillé fur ces 
nombres; mais ce genre de travail efl 
fi ingrat, que l'on a jugé à propos de. 
l'abandonner prefque tout-à-fait. 

III. La troifième efpèce de fuite corn* 
prend celles des diverfès puiilances des 
, nombres naturels i , 1,3, 4 > $ , &c« 
Or ^'opération principale qu'il y ait à 
faire fur les fuites, confite à trouver 
leur fomme , & nous allons voir com- 
ment on peut la déterminer dans quel- 
ques cas. 

Algèbre. Tome III. H 
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De la fommation des fériés* 

On peut faite fur lès fuîtes toute* 
les opérations de l'Arithmétique ; mais 
la plus utile de toutes, & en même* 
tems la plus difficile , confîfte à les fomr 
mer \ c*eft-à-dire , à réduire en une 
feule exprefïion finie tous les termes 
chine fuite donnée* Ceft ordinairement 
en cette expreffion que confifle la fô- 
lutton des pro blêmes dans lefquels les 
Alites entrent, & ces problêmes (ont 
nombreux. 

Nous ne pouvons pas entrer dans un 
grand détail fur ce fujet, qui fait une 
des plus confîdérables parties de l'Ana- 
lyfê ; nous expliquerons feulement la 
manière de fbmmer quelques fuites prin- 
cipales. 

L'art de fommer les fuites, fe borne,, 
pour ainfi dire, à trouver la méthode 
d'en fommer quelques-unes qui fervent 
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de formules , auxquelles on ramène , s'il 
cft pofîîble , "les fuites que Ton veut 
fômmer. Par exemple , ayant trouvé une 
•formule pour former une progreffion 
géométrique décroiflante à l'infini , on 
pourra toujours fbmmer les fuites que Ton 
décompofera en plufieurs autres , dont les 
termes feront en progreffion géométrique 
décroiflante. (On défîgne infini par ce 
1 a 

Cgne , 00; d'où — , , &c. 

00 00 

fcnt des infiniment petits. ) 

d d d d 

Soit — — : : : t 

b bq bq % bq* 

d d 

' : * une progremoti 

bq* bq~ ^ B 

infinie décroiflante (en fuppofant q plus 
grand que l'unité )• Si on l'écrit dans 
d 

un ordre renverfé — : 

Hij 
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d' d d d d 

, : — — : p- : — , — : — , oh 

bq+ bq* bq x bq b 

la rendra croifiante , & en y appliquant 

tùq — a 

la formule. . . . /c=s , dans 

q—i 

d d 
laquelle »=3 — f . . . 4 =» — ■ — > on 

dq à 



aura $ a=s < — « ; négligeant 

q — r 

d 

enfiute le terme infiniment petit > 

bq** 

dq 

& réduiSnt. on trouvera j = « — , 

bq—b 

formule propre à donner la fomme 4ç 
toute progreffion géométrique décroît- 
(ànte à l'infini. 

Exemple. On a vu que la fra&ion { 
pcuvoit être transformée par approxi-* 
ination en celle -ci,.., 0,3 3 3 &c. niais 
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que pou? rendre cette transformation 
rigoureufe il faudroit pouffer l'approxi- 
mation jufqu'i l'infini, La preuve en 
eil que la fomme de la progrefliqn.. .. 

3 5 3 5 

IO IOO IOOO io* 

qui en refaite , efi véritablement |. Car 
ii on écrit d'abord cette progreffion , de 
manière à la rendre croi (Tante , on aura 

; : * > & fi 

io°* iooo io.o ; 10 

on fait enfiiite les fubftitutions conve-i 

dq 

cables dans la formule j= 
on trouvera que js 

i o,o - 

Donc la femme de 0,99999 t eil 1 ; 
çomme la formule le donne. 

Soit propofé maintenant de trouvée 
en fra&ion ordinaire la valeur de.»«. 
•ji$i8i8 à l'infini* Je fais ^=i8.#, 
H iij 
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3=ioo çsioo; & je trouve 

1800 1800 x 

10000—100 9900 11 
Cherchons à prêtent le moyen de 
Commet une fuite de fra&ions dont les 
numérateurs fbierit en progreffion arith- 
métique , & les dénominateurs en pro- 
greffion géométrique. Cette (ùite efl 
a a+d a-\-id 

T"' bq 9 bq~* "* 
a-f- 3 d 

■ , &c# Mettez-la d'abord (ôus 



a a d 
cette forme......—, H , 

a d d a 



bq % bq % 9 bq* 

<f d d 
h — 1 — , &c. 

3^3 3^3 

De-là vous pourrez déduire les fé- 
riés fuivantes qui ne (ont que des pto* 
greffions géométriques. 
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Or ces (bmmes (excepté la première) 
forment lâ progreffion • 

d d d 

: : :&c 

bq — b bq 1 — bq bq* — bq x 

dq 

dont la fbmme efl — . — ■ ; 

bq 3, — zbq-ï-b 

fi donc on y ajoute la première fbmme 

aq aqq — aq-+-dq 

— — , on aura - — • . 

bq — b bq\ — zbq-hb 

pour la fbmme des fbmmes , c'çft- à-dire , 
pour la fbmme de toute la férié pro- 
pofée. Et cefl une formule générait 
pour fommer toutes les fuites de frac- 
tions y dont les numérateurs font en. 
progrejfion arithmétique , & les dêno* 
minuteurs en progrejfion géométrique* 
Remarque. Lorfqu'on ne peut fbm- 
mer en termes finis une fuite infinie > 
il faut tacher de la mettre fous une 
forme rapidement convergente ; car , 
lorf qu'une fuite converge très -vite > il 
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fujpt de fommer quelques-uns de /es 
premiers termes ; on peut enfui te ne- 
gliger les autres fans erreur fenfible. 

Par exemple, dans \/ (aa-h xx) 
plus la valeur de x fera petite à l'égard 

xx 

de a , plus la fuite a -f- — 

za 

x+ x* 

• -f- — — — &c, convergera 

8a* i6as & 

vite, parce que les numérateurs d#- 
viennent très -petits, à l'égard des dé- 
nominateurs. Spit a =19 y & x = i t 

1 1 

alors y/i©i=:ioH > 

%o 8000 



« ; où Ton voit que le qua- 

1 6 00000 

trième terme eft déjà comme infiniment 
petit y & que par confequent les trois 
premiers termes (uffifènt pour avoir, à 
très-peu près, la racine de joj. . 
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De la méthode inver/e des ferles. 

Etant donnée une équation de cette 

forme . % x = ay m -+~ -f- 

cy m + 2n -k-8cc. on demande Ja valeur 
de y. La méthode qui apprend à la 

' trouver , s'appelle Méthode inverfe des 
fériés , ou retour de fuites ; parce que 

, Ton ne parvient -à cette valeur que par 
une férié inverfe des puiflànces de x. 
iVoici en quoi cette méthode conMe, 

- I»! Soit pris d'abord le cas le plus fîm- 
çle, qui eft celui où m=n — u 
L'équation propofée fe changera en 
celle-ci, 

ccssaay +by % *)rcy* -\-dy*+&sc. 

11 s'agit de trouver la valeur de y en 
se. Pour cela je fùppofè 

y ss A x -f- B x* ^ C x* -f- 
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Or cette dernière équation donne 
x^Aax^ d*oà i = Aa 9 &. ... 
i 

A — — • Elle donne auffi aB-h 
a 

b 

A % b—o\ donc È~ En- 

a* 

fuite, aC-hzABb-+-Aic=o > d'où 

2 T « £ 

C= U , & ainfi des autres* 

Cela pofë , nous aurons la formule fui- 
van te pour changer une fërie des puif 
finces fuccèflives; de y, en une autre 
férié compofée dés mêmes puiflànces de 
x. Il n'y aura qu'i fùbftitùer'les valeurs 
des coefficiens a , b, c>d\ Sec. que l'on 
iuppoiê connus* 

Je dis donc que fi x=ay+by*-i- 
cyïy &c. on 1 a dans tous les cas fem- 

i b 
blables,, ## ^r= — a:— - — • x % 
a a* 

ib*-~-ac 

— xi -+* 

a* 
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ti* de 



4* 



a? 

l 4 b*-uab î c+6abi+tà' l cT-aiè 
' a» 

Applications* x =zy—>-y % -t-y * — 
y4+yS — . ^ -f- &c. Quelle eft h 

valeur de y exprimée en * 

On a ici <i=i* i * <-'=i t 

i , f=ti , &c Donc 

y % y % 

Si onavoitic=iH -4- b *+■ 

J^.+.-^L^Scc* alors a feroit=si, 
4 5 

Algèbre. Tome UL I 
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a?* X 3 #4 

*t-. -H : r |»\ #J 

2 2.5 ï.$.4 



a? a?* ar* 

Et fi^=— ~ H — 

a za z 3 a* 

a?4 X* 



- &c. on trouvera 



x ? a T 3 S 4 

~ — ï~* •+■ 1 , 

f a * 2.3 *«3-4 

&C*. 



Manière de transformer les équations % 
m . & d'en faire évanouir le fécond 
terme. 

(, 'H-eil (ouvent utile de faire fiibit 
aux équations certains changemens, fie 
fiippofèr , par exemple , l'inconnu* 
égale à une autre inconnue une 
quantité indéterminée* Cette fiiDpofî* 
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don facilite en certains cas la rèfôlution 
des équations. 

Lorfque , par exemple , elles (ont 
affedées de coefficiens fra&tonnaires\ 
comme celle-ci. 

* ' f 
*3H x*-i -^7*- — = o, & 

a # 
que Ton veut ôter toutes ces fraftions. * 

y 

il n'y a qu'à fiippofêr » = — ( y 

771 

étant une nouvelle inconnue , & m une 
quantité que Ton détermine toujours fa- 
cilement ) : en fubftituant cette valeur 
à x 9 l'équation propofée deviendta . . 

y % h y* cy f 
— — -f. -t- — — o, 

771* «77t a <//7t g 

bmy x cm % y fm* - 

ou yî + -H — — v==o* 

a # 

Or cette dernière équation n'aura plus 

de coefficiens fra&ionnaires , fi m eft 

divifible tout-à-la-fois par a , par ^ > 

ni 
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& par g- ; & il le fera , fi on prend 
pour m leur produit adg^ ou même 
un plus petit nombre que ce produit, 
quand les nombres a , d , g* ne (ont pas 
premiers entr'eux. Subflituant donc a dg 
bmy x 

an lieu de m dans y *-f-- — « — -4-&c* 
on aura l'équation \ 9ti 

où il n'y a plus de fraftions. Les ra- 
cines de cette équation une fois trou- 
vées , celles de x * — x % -f- &c. fe 
a 

préfenteront d'elles-mêmes, en divifànt 
les premières par m que nous venons 
.de déterminer. Toute la difficulté con- 
fiée donc à trouver fes premières ra- 
cines. Pour en faciliter la recherche, on 
a imaginé de faire évanouir le fécond 
terme des équations à réfoudre , & voici 
comment on fait cette transformation. 
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Soit l'équation générale t . » » .x m -fc 
ax m — t-ï-ttx" 1 — a r £&c....-f-«=o« 
Je fuppofè x zscy-î-f {y étant une 
autre inconnue , & f une indéterminée 
à laquelle on donnera telle valeur qu'il 
conviendra pour faire évanouir le fé- 
cond terme. ) J'ai donc la tranformée, 



mi 
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Maintenant , pour que le fécond 
terme de cette équation s'évanouiflè* 
il faut <Jue m.y 71 — I f-±:ay m — r =oi 
Il faut donc qu'après avoir divifé pis 
myP—* , & tranfpofé on ait. . 

y=^F — • Ce qui nous fait voirf 
m 

d'une manière générale que pxmr fairè 
évanouir le fécond terme d'une èqua* 
tion il nïy a qdà fuppofer Vin- 
connue égale à une > autre inconnue 
moins ou plus le coefficient du fécond 
terme de cette équation , dïvifé par lé 
nombre qui en exprime le degré. On 
met moins ^ lorfque le fécond terme 
efl pofîtif ; & plus , quand il efl négatif. 
Toute équation du *{ècond degré (em- 
blable à celle-ci , x* -hax = b , Ce 
réfout promptement par cette transfor* 

a 

mation, en faiftnt 3?=^-— — , & 

2 

en fubftituant. Nous ne nous y arrêteront 

Iiy 
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pas. Soit donc J»5 — $$eM-4#-*-7— o f 
que l'on voudroit changer en une équa- 
tion équivalente y dans laquelle il n'y 
eût plus de fécond terme. 

Pour cela, Je fuppofe a?==y-f-f =3 
y -f - z ; & fubfli tuant il vient. ...... 

y 5* — 8 y — if = o, qui n'a pas de 
fécond terme \ c'eû-à-»dire , de y z dans 
cet exemple. 

Pour transformer 2 » 1—45= o, 
je fois x=y — f =y— & j'ai 

y**— T^'-r-y— f? = o, dont le 
fécond terme efl épanoui. On transfor- 
meroit \* + a^^-b^ *+-c\-+-d—o % 
a 

en ^ = x — — » ; & ainfî des autres. 

•La même méthode ftrviroit à foire 
évanouir le troifîème» terme d'une équa- 
tion ; car en remontant à la transformée 
générale y*-+-my m — iy-f.& c . il n*y 
auroit qu'à fiippofçr, ff .,^ 
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m. m - — i 

— y m — a / 2 ±... il 

(m — i ) ay m — hy m — a = o« 
On trouveroit. • 

m \ m* m,m—\/ 

Mais comme la fiibflitution de cette 
valeur de f introduiroit des radicaux 
dans la transformée , on aime mieux 
ne faire évanouir que le fécond terme. 
Le calcul deviendroit encore plus com- 
pliqué , G on vouloit faire évanouir le 
quatrième , ou le cinquième , &c« 

Du calcul des quantités r ad' cales* 

À commencer aux équations du fé- 
cond degré , les quantités radicales font 
inévitables dans la réfolution de pres- 
que toutes les équations. Il eft donc à 
propos d'apprendre à calculer ces quan- 
tités , avant que d'aller plus avant dans! 
cette théorie» 

IX 
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Quoique l'on appelle en général quan- 
tités radicales , toutes les quantités affec- 
tées du fîgne radical ^ il y en a pour- 
tant beaucoup qui ne font radicales (ju'eii 
apparence ; ce font des quantités com- 
menfurat4es , qui peuvent par-là même 
fûbir les extradions de racines indi- 
quées par Fexpofânt du radical. Or 
toutes les fois que cette opération eft pof- 
fible , il ne faut pas manquer de la faire. 
Ceft ainfî que les quantités fuivantes, 

réduifênt à celles-ci, 

au B» 

Le refre des quantités radicales fe 
partage en deux claffes , dont Fune com- 
prend toutes les quantités incommen- 
fiirables 5 Fautre renferme toutes les 
quantités imaginaires. 

Les incomrocnfurables que Fon ap- 
t 
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pelle aufli quantités if rationnelles , ne 
peuvent jamais être débarraiiées du ra- 
dical qui les affeàe , parce qu il n'eft pas 
poflible d'avoir leur valeur d'une manière 
exa&e. Tout ce que Ton peut faire de 
mieux , c'eft d'approcher de cette va- 
leur, par les méthodes les plus promptes, 
ou du moins de Amplifier ces quantités, 
lor(qu ? il y a lieu* 

Par exemple , les quantités Gavantes 
peuvent être Amplifiées, èn appliquant 
les régies d'extra&ion aux parties qui 
en (ont fufceptibles ; & on peut écrire 
ces quantités comme on les voit ici, 

)/S=j=i\/z V 43 i = 2 ' l/j»4=» 

\f m x n = m y/ w . . 

Bit»Sz=Bt*V<* % 

c 6 d* cd m 

y — — = — vcd^ 

g* g 
\f ( 3 a % — 6 a b + $ b x ) =( a— b) 

Outre ces premières réductions par-^ 
Ivi 
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ticables feulement en certains cas , le* 
incommenfubles peuvent fubir toutes 
les opérations de F Arithmétique. Il faut 
donc fâvoir comment on les aflujetut 
à ces opérations. 

1°, L'addition des radicaux fe fait 
en les écrivant de fuite avec les lignes 
qui leur font propres ; 5c s'il Ce trouve 
des radicaux fembiables, c'eft-â-dire , 
qui .aient le même expofant, & qui 
affeftent la même quantité , on les ré-r 
duit fuîvant la méthode ordinaire. 

Soitpropofé, par exemple, d'ajouter 
\/a % ^b, i\/a y — jl/^.,.... On 
écrira 3 ^ a — 2 \/b. Soit propofé en- 
fuite d*ajouter \^x z y^ -*-a%,' x z y-t*' 
*V X *J' On écrira (1— a-hb) \/x*y+ 

En général, la fortune de , 
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II . La (buftraction des radicaux con- 
fiée à changer feulement le fïgne du 
coefficient du radical que Ton veut Couf- 
îraire; & fi par ha lard les deux radi- 
caux (ont (êmblables, on les réduit 
comme ci-defîus. 

Exemple. $1/7 — ^7=2 y/7... 

ab A \S '$abz=($a — ab % ) \/ $ab. 

111°. La multiplication des quantités 
radicales Ce fait à peu-près comme 
celle des autres quantités. Il y a feu- 
ment deux régies particulières à obfèr- 
ver ; l'une dans, le cas où le multipli- 
cande & le multiplicateur font fournis 
à des radicaux de même degré; l'autre, 
dans le qas où leurs radicaux font diffé- 
rens. % 

Dans le premier cas , on multiplie à 
l'ordinaire les quantités foumifes à ces 
Agnes , & on écrit leur produit, fous te 
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le radical commun , fàuf à réduire en- 
fiiite, s'il y a lieir. 

Exemple. y/-6x\/S ==v / 4Î=4 V Z* 
Vax\/b = Vab.. 

1 fr r îx % y*yî)y %oux—p'X\ooxiy*) 

VpxV^-q=V—pq< 

Dans le fécond cas, on Ce contente 
fôuvent d'indiquer la multiplication; 
ou, fi on veut l'effectuer, de manière 
que le produit (bit aiïujetti à un (èul 
radical , on commence par réduire les 
deux radicaux des fadeurs au même ex- 
pofànt : après quoi on multiplie comme 
dans le premier cas» 

Or pour opérer cette réduction, il 
faut multiplier l'un par l'autre les deux 
expofàns des fîgnes radicaux, & mul- 
tiplier de même les expofàns des quan- 
tités fôumifes à un radical, par l'ex- 
pofant de l'autre radical. Cette double 
opération fait rentrer le fécond cas dans 
le premier* 
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Exemple. , 2 /£=£/tf 3 ,^^ a =s 

IV e . La divifîbn des radicaux peut 
quelquefois s'effe,#uer quand ils ont le" 
même expofant : mais lorfque la divi- 
fion eft impraticable , on l'indique (êu- 
ment de la même manière que pour 
les quantités rationelles. 

Exemple, = £ . . ♦ 

iy/ 6 

m p 

Mais pour divifêr \/ a par on 
écrira y/ a ; y'» : ou fi Ton veut ré* 
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duire ces deux radicaux m même ex- 
poSnt, on aura \S a* i\s tf* — 

V — 

ans c m^y 

Engénéral — ]/ — ; — V — = 
b t d \ 




V°. On élève les quantités radicales 
à leurs différentes puiflânces, (bit en- 
tières, (oit frafHonnàires , en multi- 
pliant leurs expofans par celui de la 
puiflànce à laquelle on veut les élever: 
apjès quoi , s'il y a quelque réduction 
à faire , on la fait* 

Si on a voit , par exemple , \^% à 
élever au cube, on écriroit d'abord 
\/ 1 * , ou v^8 ; puis zy/i. Pareillement 
pour élever au cube \^ a m ^ on écriroit 
y/a 3 m . & p 0Ur élever \f a n b* au quarré, 
oa ôteroit Amplement le radical. Ainfi 
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( )/x-h\/y) z =x-i~ z \/xy-\ry. , . . 

Vy ) 5 = * 3 + s x * >/ y 3 *y + 

En général, quand l'expofànt du ra- 
dical eft le même que celui de la pui£ 
fince- propofée , il n'y a qu'à ôter le 

m 

radical. Ainfî (\/a) m z=za. C'eft une 
fuite évidente du calcul des pu i flan ces 
par leurs expolàns; & toutes les fois 
que Ton éprouvera quelque difficulté 
dans le calcul des radicaux , rien ne 
fêra plus facile que de la réfoudre, en 
transformant les quantités radicales en 
pu i fiances fractionnaires. 

Les quantités imaginaires Ce calculent 
de la même façon. On les ajoute , on 
les fou (Irait & on les réduit , comme 
toutes les autres quantités radicales ; 
mais il y a dans leur multiplication un 
cas aflfez embarr-afTanfc, dont il eft bon 
d'être prévenu. 

Soit donç prppoféUe multiplier 
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p ar y/— a . Il femble d'abord que lè 
produit doit ênre %/ -f- == s maïs 
en remontant à l'origine du iîgne ra- 
dical, on ne tarde pas à Ce convaincre 
que le produit de \/ — a par \/ — 
doit être «— a. Que délîgne-t-on en 
effet par l'expreflion générale xfmî 
N'eft-ce pas la quantité, qui multipliée 
par elle-même , dDnne m ? Soit donc 
77i = — a ; on aura y/ —a.^ -—azss 
\/ m.\/ m = 772 = — a* 

Il eft vrai que fî on multiplioit (dus 
le fîgne radical, —a par — a y on 
trouveront \/ a % : mais fî on obferve 
que |/-f-tf a P €Ut être également 
& — a, & que Tambiguité de fîgne 
( qui a Heu en général toutes les fois 
qu'on ignore fî a % provient de -f-<z. •+■<!, 
ou de ■— a. — a) ne (âuroit exifter 
ici, puifque l'on fait que a % eft pro- 
venu de — a. — a, il eft impofïtble 
qu'on ne (bit pas convaincu que dans 
«te cas |/a a efl — a y & non 
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D'après cette obfèrvation , il n'eft 
pas difficile de voir que les puiflànces 
foccefïlves de|/ — # font y' — a, — a 9 
-~ay/ — a y a 2 , a z \/ — a 9 — a*, &c, 
& que les mêmes puiflànces de...... 

— \/— a fbnt pareillement « — \/—a> 

a*, &c. 

Cela pofé , la multiplication des po- 
lynômes qui ont des termes affeâés 
d'imaginaires , ne doit plus être fujette 
à. aucune difficulté , pourvu qu'on faflê 
attention aux fîgnes qui précédent ces 
termes. Ainli le quarré de i.+.y'*— . i 
eû i-hz^ — i — i y ou îy'— 
Le cube de — i -f-\/ — 3 eft.»... 

— i-f-5\/ — 3 3 / — 3, ou 
3. Le produit de x -f- a \/— m b 
par jcH-a— * v^"""^f e & ** + iû»-f 

Ces deux derniers exemples font 
voir qu'une quantité réelle eft quel- 
quefois le produit de piufîeurs fafteurs 
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imaginaires , * que par confequent uni 
équation peut avoir un certain nombre 
de racines im ig naires , quoique tous 
fes coefficiens f oient réels» 

Soient x -f- a -f- \/ — b l'un des fac- 
teurs imaginaires d'une équation dont 
le premier membre eft A» On peut 
faire voir que cette même équation doit 
avoir auflfî pour fadeur x-ha-—^ —^5 
car il n'y a qu'une quantité de la forme 
B(x-*-a — |/ — £),qui, multipliée 
par x-h-a-hy/ — b> puîné donner un 
produit réel B (a? 2 -+- zax-+-a % -t-b) 
comme Teft le premier membre A. 
L'exiftence du fadeur imaginaire ... • 
x+a-hv'*' — b dans une équation en* 
traîne donc celle d'un autre fadeur pa«* 
reil x«*-a — - \/— b » qui ne diffère 
du premier que par le>figne de |/— *- b% 
Leur produit eft équivalent au fadeur 
du fécond degré x 2 -h i a x -h a* -t- b 
entièrement réel , & dont le dernier 
terme a % +k eft toujours pofitif, Ott 
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'tire de- là dîverfès conféquences utiles 
dans la théoriè des équations. 

i°. Lés tac in es imaginaires qui f& 
trouvent dans une équation , y font 
toujours en nombre pair. 

î°. Les, racines imaginaires que l'on 
^encontre dans la (blution d'une équa- 
tion , ont deux à deux la même quan- 
tité fous le figne radical , & ne différent 
<jue par les fîgnes & - — . 

3°. Toute équation d'un degré im- 
pair , a au moins une racine réelle* 

? 4°. Toute équation d'un degré pair 
dont le dernier terme ell négatif, a an 
moins deux racines réelles , puifque le 
produit réel des radicaux imaginaires 
qui font alors partie des deux poly- 
nômes multipliés Pun par l'autre , ne 
peut être qu'une quantité pofîtive. 

Des Problèmes indéterminés 
du premier degré. 

Lorlque dans un problème , le flon>-~ 
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bre des inconnues (urpaflê d'une unUe 
celui des conditions , on l'appelle i/z— 
détermine. Si le nombre des inconnues 
furpafle de plufîeurs unités celui des 
^conditions , le problême eft plus qu'in- 
déterminé. 

Or dans les problêmes indéterminés, 
on ne peut jamais avoir pour réfultat 
qu'une équation à deux inconnues , en 
forte que pour fixer la valeur d'une de 
ces inconnues , il faut fuppofer une va- 
leur arbitraire pour l'autre inconnue , 
& voir enfuite,fi ces deux valeurs fâ- 
iisfont au problème. 

Soit propofé , par exemple , de trou- 
ver trois nombres x, y y \ y dont la 
ibmme foit iof qui ayent entr'eux 
juie même différence* 

I*es conditions de ce problême s'ex- 
priment par ces deux équations ..... 
cc-+-y-t-£ r= iof & x —y =y — — 
Prenant dans la féconde la valeur de 
x qui e&zy fubfUtuant dans 
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k première équation ; on trouvera . . 
^y==3f, & par confé-iueitf . . . . . 
# ^ 2<l -f- ^ s-s IO f , ce qui donne 
jç-i-^ = 7o 9 équation d'où on ne peut 
faire évanouir ni x , ni 
- Il faut donc fuppofer ure valeur à 
l'une de ces deux inçonnues , à x , par 
exemple , pour avoir la valeur de l'autre. 
Soit 10, on aura ^s=tfo, & les 
trois nombres 10, 37, 60 pourront 
(atisfaire à la queftion. Et fi on fait 
x=z it , on aura ^ s= 58 , & les trois 
nombres ri , 3? & 58 y iâthferont aufli. 

On voit même que ce problème peut 
avoir (bixante^neuf folutions en nom- 
bres entiers & pofîtifs , parre qnVi 
peut (ûppoiêr x égal fiicceflivement à 
tous les nombres . depuis 1 jufju'à 09* 
ttiais non au-delà y parce nue la fonwe 
des deux inconnues as-t-f e<t 70. U 
peut cependant avoir une infinité d' lu- 
ttes (blutions , en prenant pour x des 
.valeurs fraâionnairest 
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Quoique la foîution de ces (oftés d# 
proolémes foit plus curieufe qu'utile , 
il eil bon cependant dé connoître un 
peu plus en détail la manière de les 
réfoudre en nombres entiers & pofitifs* 

Soit l'équation ax=*by + Ci à la- 
quelle tout problème indéterminé du 
premier degré peut être réduit, & dans 
laquelle a, 3, c expriment des nom- 
bres entiers & connus. On mettra 
d'abord cette équation fous cette forme, 

x ^jL "ÏL 6 « j & puifque x doit être 
a 

un nombre entier, — — — doit 1 être 

a 

auffi. Mais au lieu d'écrire tout au long 
ces mots nombre entier , nous les dê-> 
lignerons par la lettre £• Ou aura donc 
by + c E 

a 

Si Ton pouvoit maintenant transfor- 
mer cette expreffion en une autre où 

y 
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y n'eût que l'unité pour coefficient, & 
qui étant, par exemple , de cette forme 9 

— — , fût encore un nombre entier, 

différent à la vérité de celui que l'on 
avoit d'abord, mais également défîgné 
y-hd 

par E y on auroit ■ — =£> d'où 

a 

en tireroit y = tfjE— 

Prenant alors pour E telle quantité 
numérique que Ton voudroit, pourvu 
qu'elle fût entière & pofîtive, à com- 
mencer même par zéro , iorfque — d 
efl un nombre pofîtif , on auroit dif- 
férentes valeurs de y, que l'on fubfti- 
tueroit dans l'équation du problème , & 
chaque fiibftitution donnercit une va- 
leur correfpondante pour x. Quelques 
exemples vont rendre cette méthode 
fort intelligible* 

Je fuppofe donc que l'en cherche 
toutes les valeurs entières & pofitive' 

Algtbru Tome III. K 



Digitized by G00gle 



t fO É X Û -M EN S" 

de » & de y dans l'équation. ...... # 

3 5: == 4y -h 5» Je fais ' d'abord a?= 

4y-w y ■+■*' , 

= y-t-H-~ ( en 

3 3 
divifànt par Mais cette valeur de 
x doit être un nombre entier. Donc 

y-)- i 4--^ — ^ — *=E\ 9c puifque y 
3 

doit être auflî un nombre entier , il 

faut bien que — - > le Ibit de même* 

3 

y-f- 2, 

J'aurai donc — = JET 5 d'où... 

3 

Cela pofé, je fais (& non 

pas o, afin d'éviter la valeur négative 
~ 2 pour y). J'ai donc y = 1. Donc 
# = 3. Je fais cnfiùte £=^=i. Doue 
y = 4, ce qui donne #=7. Faifent 
Esssj 9 je trouve y =7 y d'où la va-» 
leur correfpondante de efl ii t 
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Je difpofe ainfi ces valeurs , & je 
remarque qu'elles font en progreffion 
arithmétique. 

y=* 4-.-..7...&C. 

OC S2 &C. 

La différence de la première progret' 
£on eft 3 , coefficient de x. Celle de. 7 
la féconde eft 4 , coefficient de y» Rien 
«Jonc n'eû plus aifé que de trouver la 
fuite de ces valeurs, & de voir que 
ce problème a une ii.finité de folu rions. 

Au reûe , ce n'eft point par hafârd 
que Ton trouve ces progreffions arith» 
métiques. En y réfléchiflant un peu % 
on verra bien que c'eft une fuite né- 
cefTaire de la méthode. Mais ces pro- 
gressons ne font pas toujours infinies , 
au contraire, elles font limitées toutes 
les fois que chaque membre de Péqua- 
tîon a;ant une inconnue , ces inconnues 
(ont affe&ées d'un figne contraire, 
v EjtBMpw. On demande en nombre* 
Kij 
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entiers, toutes les valeurs pofîtives de* 

k & de y dans l'équation... 

9 x = 2000 — 13 y, 

2C00— - i$y 

On a d'abord x==> — : == E, 

9 

enfûite , = E , en divifint 

par p , & ne gardant que le refle de 
2 — 4y 

la divifion. Mais fi efl un 

9 

nombre entier , le double de cette quan- 
tité doit être auffi. un nombre entier* 
4 — Sy 

Ce double eft ;doncen ajou* 

9 

tant un autre nombre entier, tel que 
9y 

■ , & en réduifànt, on aura.... 

9 

y -+-4 

^=E> d'où Ton tire^=p£— 4. 

9 

Pour avoir maintenant toutes les va- 
leurs de y, à commercer par la plus 
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petite , je fuppofe £ = i ; donc y= 5 : 
fi E—t y y—\4t\ fi J£=$, y=*3% 
&c. &c. 

Subftituant ces valeurs dans l'équation' 

2000 — 13 y 

x = — , je trouve. ..... 

9 

i°. x= 11 $ ; 2 . #=101 ; 3 . x—i 8? f 
&c. & cKfpclânt ainfi toutes ces quan- 
tités % 

^= 5... 14... 13,.. 3»i. &c. i.45> % 
a?=zif. .201. .i8«?. .176. .&c« 7» 

Je ne tarde pas à reconnoître que 
les différences de ces deux progreffions 
font les coefficiens réciproques des deux 
inconnues , & que par conféquent celui 
de y étant négatif, toutes les valeurs 
de x: fe trouveront en fouftra>ant 13 
de la valeur précédente* Or ces (ôu£- 
traftions réitérées doivent enfin épuifer 
le nombre des valeurs pofîtives, & on 
voit bien dans cet exemple qu'il n'eft 
pas poflible d'en trouver au-deflbus de 7» 
K iii 
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Bien loin donc que les deux prW 
greffions foient infinies , on trouvera 
tout de feite le nombre de leurs termes, 
en divi&nt la plus grande valeur de je 
par le coefficient de y, & en ajoi t nt 
«ne unité au quotient. Ainfi \%-s=ki^ 
(avec un refte 7 qui eft la pîus petite 
Valeur de x). 11 y a àcnc 17 de ce$ 
inconnues qui fatisfont au problème. 
Cela eft général pour toutes les équa- 
tions femllables, dont les coefficiens 
font des nombres premiers entr'eux* 
( On appelle ain/î les nombres qui n'ont 
d'autre divifeur commun que l'unité. } 
Et comme toutes les autres équations 
peuvent être ramenées à cette forme, 
en les divilànt par le plus grand com- 
mun divifèur de ces coefficiens, il e(b 
clair que la méthode eft générale. 

Ces détails fufàfent pour l'inteiligenc© 
des deux exemples luivans* 

Un marchand doit izco tt , & au dé- 
finit d'argent il offre deux fortes, dû 
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îriarchandifes en payement. La première 
vaut 7 tt l'aune, la féconde $, Trouver 
de combien de manières il peut acquitter 

6 dette.' 

Soit x le nombre d'aunes de la pre- 
mière marchandife , & y celui des 
aunes de la féconde* On aura 

7 a? H- ? y = i ioo tt ; d'où 



1200 — $ y 

a?= ■ ; d'où encore... 

7 

S — ? y 

s=:Ej en divifânt par 7 , & 

7 

ne gardant que le refle de la divifîon ; 
& par conféquent en multipliant par 4, 
iz — zoy 

= E ; donc en diviianfr 

7 

* — * y 

& ne gardant que le refle =^ZT; 

7 

7 y f-^-rfy 

«onc -H » ou 

7 7 

■ ■ =£$ donc enfin j^=7-E— ?• 
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Soit E = i , on aura ^sst, d'oàt 
Ton tirera je = 170. Soit «£= i, on 
aura y=9 , & #=itff. Le refte va 
4e fuite* Les progreffions ont 3 f termes, 
chacune ; il y a donc plus de trente-cin(| 
manières différentes de faire la fomme 
de noo tt avec des effets .dont les uns 
Valent 7 tt , & les autres 

Un laboureur a donné des agneaux 
en échange' pour des brebis. Il eftimoit 
4* chaque agneau y chaque brebis , 
& il a donné 15* en fus. Trouver de 
combien de façon il a pu varier (bu 
marché ? 

f Soit x le nombre des agneaux ; y ce- 
lui des brebis. Donc, 4a?-*- i^—9y 

- > 9 y—i1 

Donc x=s donc.....«tj 

4 

y — s 

= £; dpnc y =4 £-4- 3 ; 

4 

& fi £ = o, ^=3. Ceft le moins 
gu'il ait pu prendre de brebis, auquel 



Digitized by G00gle 



D*A L G E B R X. 177 

cas il a dû livrer trois agneaux. Si 
E= 1 , y=7, & a? = i*. La marche 
des deux progressons eft manifefte, & 
puisqu'elles vont toutes deux en croifc 
lant, on peut varier à l'infini les Co~ 
lutions de ce petit problème. 

Quand ces fortes de queflions ren- 
ferment quelqu'abfurdité , on la décou* 
vre bientôt par le réfultat du calcul. 
L'équation 6 x — 6y-h7 peut fervit 
d'exemple, 

La méthode prefcrite pour la fôlù- 
tîon des , problêmes indéterminés du 
premier degré , eft fondée fiir cet unique 
principe , que des nombres entiers , 
ajoutés ou fou (traits , ou multipliés pat 
d'autres nombres entiers, doivent tou- 
jours donner des entiers pour réfultaU 
Or ce principe eft évident. 

Appliquons cette méthode à la- ré- 
(blutton de quelques autres problèmes. 
Trouver un nombre x qui étant divifë 
par des nombres connus a*b% c % &c* 
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'autres nombres con- 
t , &c. ' 

rès cet expofé , que 
entier , ainfî que 

a donc x—aE-+-m 3 

î valeur dans la £ê- 
a aura •••••••• 



= JE'. ( On prononce 

ette lettre on entend 
îr en général r comme 
Cherchant enfuite la 
a méthode qui a fait 
a valeur de y , on la 
'équation 

cette nouvelle 'ex* 
jur de x , étant une 

troifîème quantité 

vera encore un nom* 
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Bre entier , que nous de lignerons par 
E" {E féconde). Le premier membre 
de cette équation /contiendra E' qu'il 
faudra déterminer comme ci-deffus , & 
Ton aura enfin iavaku'de & en nom- 
bres connus & en L" ou en E hl ( E 
tierce ) , ou &c. félon le nombre de* 
divifeurs. On prendra alors peur le 
dernier E telle quantité entière què 
l'on voudra, & bientôt on aura déter- 
miné les valeurs qui peuvent (âtisfaire. 
aux conditions du problème* 
. Exemples. Quels font les nombres 
çiti étant divifes par 5 & par y donnent 
4 & 2 pour reftef 

a? — 4 se— 2 
On a =£,& 

' 7 
f)onc #=flï-f-4; donc ' 

-» =£'; detac. 

7 

15 JE -H* 
■ » = £'$ & fonflrayant. 
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7 

fiippofê E'= i , on aura aufli £ = 1 9 
donc x ass ? ; & c'eft le plus petit des 
nombres cherchés. 

Pour avoir les autres, on fuppofêra 
JE' = 1, ce qui donnera x = 44» Si 
jB'sss^, # = 7£» & ainfi de fiiite , 
ajoutant à chaque valeur précédente le 
produit $$ H des deux divifeurs f & 7, 
car puilque 55 eft divifible fàns refte 
par f & par 7 , il eft clair que 55 + 9 
ou 44 , que 70 -+- 9 ou 79 , &c, don- 
neront les même refies que le plus 
petit nombre 9. 

Un avare a dans fbn coffre-fort plu- 
Seurs fàcs de ixoo tt chacun. En les 
Comptait un jour trois à trois , il n'en 
trouva aucun de refte. Il les compta 
un autre jour (êpt à fept, & il n'en 
refta qu'un. Les comptant une autre fois 
dix -par dix, il en trouva fix de refte» 
Ne pourroit-on pas deviner combiea 

u 
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il en avoît , fâchant d'ailleurs qu'il en 
avoït plus de cent , mais moins de treis 
cens ? 

Soit x le nombre cle ces ïacs* Ë 9 
£' , É l défigneront à l'ordinairè des 

entiers ; êc l'on aura — £ . • j • . * 



7 10 
première expreffion donne 
a£ — î 

ta féconde, — = £' s donc 

1 

, - fera un entier * & (but- 



7 

14 £ 

trayant de ce dernier nombre, 

le refte en fera un àuflu On aura donc 
E=7 £'-*-5» D'où *=iii£4-Tî. 

Subitituant cette valeur dans la troi- 
sième expreflîon, il viendra. 

Algtbrc* Tome 111% l* 
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, ^^=zE . D ou ?♦ 

10 

£' = id£" — P» Si, on fait £"r=i, 
on aura x=itf; & ce fera le plus 
petit des nombres qui , divifés par j , 
par 7 & ; par ib, auront pour reftes o, 
i & 6. Pour trouver le fécond nombre, 
on fuppofera £"=M d'où x=ztf. 
Si =è: 3 , x=456. Donc le nom- 
bre de fàcs efi 

' Remarquez que la fuite des nombres 

36, *4* , 4**> ** e forme en a ) ou " 
tant au nombre qui précède , le pro- 
duit îio des trois divifeurs 3 , 7$ 10 * 
êc cela aura lien toutes les fois que les 
divifeurs feront des nombres premiers 
entr'eux. S'ils ne l'étoient pas , la pro- 
^réffion formée par l'addition de leur 
produit, ne corftiendroit à la vérité 
que des nombres propres à fàtisfairè 
au problême ; mais elle ne les contiens 
droit pas tpus» 
Ceff par une application de cettë 
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taéthode que Ton peut réfoudre plufîeurs 
problêmes relatifs au calendrier. Sou 
prôpofé , par exemple , de trouver dans 
quelle année de l'ère chrétienne , on a 
eu 17 de cycle fblaire, 6 de cycle lu- 
tiaire, & f d'îndiôion. 

On (àît que le cycle folaire , autre- 
ment dit, le cycle des lettres domini- 
cales , cfi une révolution périodique 
de 28 ans; que le cycle lunaire, plus 
connu (bus le nom de nombre d'or , eft 
une révolution de 19 ans, & que Tin- 
di&ion romaine recommence tous les 1 ? 
ans* 

Cela pofé, appelant s? Tannée que 
Ton demande, on aura 

je-*- 17 x — 6 

i\ = £..i-V =£'• 

18 19 

3°. s=£". La première équa- 

tion donne * = 2 8 E -H 1 7 , & fubflituant 
cette valeur de x dans la féconde équa- 

Lij 

* 



1*4 É lé M g N s 

tion, ona — E 1 % d'oâ 

l'on tire après les opérations conve- 
nables. ..£=: par con- 
fisquent « = iji E ^3 3. 

Subftituant cette nouvelle valeur de 
x dans la troifîème équation , on trouve 

— ' = ce qui donne 

if 

JE' = !*/£*■+. n, & par confêquent 

X=: 798o E" -h 

Soit maintenant £"=0, on aura 
Ar=r<£ 4 8f. Si l'on fuppofè F" — Tj 
on aura ^=144^ & ainlt de fuite. 
Mais comme ces années appartiennent 
à h période Julienne, dont le com- I 
mencement précède de 47x3 ans celui 
de l'ère chrétienne, il faut fou/traire 
4713 de ces différentes époques, pour 
les réduire aux années de notre ère quî 
iatisfont aux trois conditions du pro- 
blème. * 
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Souftraâion faite fiir la première 
époque, qui eft £48$, on trouve 177a 
pour relie. Ainfî depuis le commence- 
ment de l'ère chrétienne , & même de^ . 
puis le commencement du monde, tel 
que la chronologie ordinaire le fixe, il 
n'y a eu que Tannée 177* de notre ère 
qui ait réuni tout-à-la-fois 17 de cycle 
folaire , 6 de nombre d'pr , & $ d'uw 
di&ion» 

En (buftrayant pareillement 4715 de 
la féconde époque 14467, on trouve 
que Tannée 9752 de notre ère fera la 
feule qui dans l'intervalle de 1772 à 
£7$*, fotisfera aux mêmes conditions. 
Les autres années qui y (àtisferoient de 
même, ne Ce fûivroient que tous les 
7980 ans , dont eft formée la période 
Julienne , ainfi appelée de Jofèph-Jule 
Scalîger qui Timagina le premier. Cette 
période réfulte du produit des trois 
cycles 18, 19 & if. Elle eft préférable 
à la période Dyonifienne, qui n'eft que 
Liîj 
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de 531 ans, (produit de 18 pat 19), 
en ce qu'elle erabraflê un bien plus 
grand nombre d'événemens dans & durée* 



N. B. Nous avons rejetté à la fin 
du Traité d'Algèbre ces deux para- 
graphes^ à caufe des grandes connoi£ 
jfànces qu*ils fuppofent, & parce qu'ils 
fèmblent être le réfuitat de l'Algèbre 
entière. 
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Des équations pures dé* tous les degrés ,* 
6 ^/fc j <fo fécond en particulier. ' 

Nous appelons équations pur?* , cetyea 
qui ne corttkwient ^uHine'méine pqi£« 
fànce de Hnconmie , comme t par exem» 
pie ^ *3 ^tfîsad,» On 4»s appelle 
aufïi équations 4 deux termes 9 parce 
qu'en effe^ elles peuvent toujours ^tttê 
ré4uiteç.i n'çv avoir, q^r^i^ flpn.Ç 
l'un contiendra Tincopnn^ , .jfc l'autre 
fera £ompofé de quarrtités «on* 
nues. Ainjî, ax* + fix*—f=zo de- 
vient, en divifant par a+i * 

t=!o; a^+to^-f-*** 1 *-- 

<f *= ô , en divilânt paf tout ce^qui «ulj 
tiplie ,x m , 9 .devient, k» f » Wm • ^ 

i ; 

ta! r^gie -général^ pour rtfaydre ces 
fertss tfé^utiionç, Jiev^i^iue cfegré 
* Liv 
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qu'elles (oient, c'eft de laijfir Pinçon* 
nue Jeule dans un membre ( en obfer- 
vont cependant de la rendre pofitive t 
fi fan expofant efi pair) & d extraire 
dé part & d'autre , la racine aniloguâ 
à cette puiffance de l'inconnue* Ainfî 
c^wte © , eji divifent .par a , Sç 

b 

tran^QÛnt, devient x* & ex-r 

a 

frayant la racîne quarrée des deux côtés « 

aesrx^k Vf * — x 4e même 
^ a 

ç*=o,,dpnne #3=? — çJ, & 

# = — c ; x m -¥*ax m — 3 = o, en 
diviûnt par |e\ faâeur i «4- a & tranfi 

pofcot, deyi^nt #*asz-rJL — : ex«* 
i rh a 

tckfitit la Racine "m des deux membres, 

\ RËMÀtiQVBi H faut ôbferve* îcï que 
ifazw f&i/re j- /ej équations pures d'un. 

Digitized by G00gle 



D'A L G E B E Eé il} 

degré pair y fi m a une valeur réelle, 
elle en a une autre , qui ne diffère de 
la première que par le figne> & qu'elle 
n'en peut avoir davantage» Ainfi dans 
~4 — iteo, ou = 16, -on a 
a? = - j- y' 16 $ ce qui donne pour va- 
leurs réelles de ou. +2, ou — 1; 
puifqu'on a également itf, (bit avec 
(-f-i)4; foit avec ( — 2)4. Mais 
CQOune aucun nombre réel autre que 
•4-2 ou —i, élevé à fà quatrième 
puifTance, ne peut donner if; on en 
conclura que ce (but-là les (eules racines 
réelles de #4= 16 ; & qu'ainfî les deux 
autres qu'elle doit contenir , font ima- 
ginaires. 

Pour découvrir ces imaginaires , on 
divifera l'équation propofée* 
x 4— 16 = 0) par chacun de (es deux 
fadeurs # — 15 ou bien par 

leur produit — 4; & le quotient 
fera une équation du fécond degré, qui 
contiendra les deux racines imaginaires 
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que nous cherchons. Voici le détail d* 
ce calcul, . 

^ — — — ; 

Si Ton cherche en&ite les racine* 
de l'équation a? 2 -H4=cto, on trou- 
vera tt:aic : î£\/---4, ou bien...... 

^:~:-f-2^/— r eu — 1<|/— — 1«' Ainfi 
les quatre racines de la pfopôfée fbnÇ 
H-xy — **> 4-i * iî 
& l'on petit encore s'en convaincre, en 
îcs ftb^kuanèfijcceffivomeftt à la place 
dé # dans a?4— 16 = 0; car on trou- 
vera quêtes donnent chacune i£ — 
+6 <?;• e'eft-i-dire , Relies renw 
pltflènt la' êofeditîcm énonGée gar4'égua- 
ttoii ,'- laquelle* compile «h <:e que fon 
premier ifVemfere devienne zéro. Cel* 
confirme -âuffi ce ojie nous avons di| 
aiHetirfcftr le nombre des racines -d'un* 
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rftiïffetfee !>$ «fur oit voit ^ull-y a quatre 
quantités 'éiHé* entes v &wir , H* * , ~ t r 
+ %>yf — 2 |/-u*;ii , qui font les 

ratines quatrièmes de --J-itf* En gé-£ 
néral ; totore' équation <te sette ferme, 
affeflsso, doit «roic deux racines 

réelles, qui fbnç ^^-jJy/a, \V 

& deux imaginaires, qtfi font -4-^"^^ ^ 

& — • \/ — » au U eu l ue ce ^ e l u î 
prend cette forme , #4-F/i=o, a* 
toutes fes racines imaginaires , lefquelles 
fpnt renfermées dans cette exprelSoo , 

x — ±V-±:V~— *\ puifqi|e #*£5£ 
~~a y donnç jc a = :: fc|/ — a. Donc 

x sas v'^fc y^ - • ( Nous parlerons 
plus bas du nombre & de la forme des 
racines Imaginaires , dans lès équations 
pures d'autres degrés») *~ 
* Si tjne équation du iêcoad degré t& 
cwnpUtu , cfelkà-dk** fi elle contient; 

Lvj 
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k première & la feconde puifiànce de 
l'inconnu*, arèç.un terme tout cdntMi* 
on a aJotsi deux manières de la réfoudre,. 
La première coniîfte à fwre difparoitre 
fpn fécond tewt*^ & à traiter la ttans- 
formée qui en viendra, fuivant la œeV 
$hçde que nous venons de donner pour 
les équations purts.de tous les degrés \ 

<Soit, par exemple , l'équation 

pç*-hp.x-hq.zszp+ Je commence par 
faire di^paroitrç fqn fécond terme, en 
p 

fobÇituant y ^ ; à la place de #, 

- *\ 

Z* 

pu bien en fuppafaflt que a;=y— — - j 
# j'aurai f \ ' 

Z** f 
/y M- - — , t 

4 

Z>* 

fX=i py^^— % 

q=* q 
.Àinfi la transformée devient y % ++* 
?h f ° 5 tytfSwt donc l'inconnu* 
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Amie dans un membre » & toutes les con- 
nues dans l'autre, j'ai y % sx~p % -~qi 
extrayant la racine quarrée d'une £c 

d'autre part , y 3=-^ S/\p % — J 5 (ûbfti- 
tuant cette valeur à la place de y dans 
P 

» = y — — , j'ai enfin \p 

?> ç'eû>à-dire , que pour 
une valeur de a:, je prendrai — f/> -f- 

V / ?/' a ' — & P our l'autre,. 

Mais au lieu de cette méthode , dont 
nous n'avons parlé que pour faire une 
application dès-principes précédons , on 
fuit ordinairement la régie fui van te* 
pour réfoudre ces fortes d'équations. 

Règle. i°. Rendes le premier terme 
( on ne doit pas oublier que le premier 
terme d'une équation efl celui qui con^ 
dent la plus haute puiffànce de Tint 
eonnue ) pofitif \ s'il efi négatifs àr 
ru lui Uùjft\ d'autre coefficient qué 
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l'unité. i°. iVtf fo*/^ premier 
membre que les termes affe&és de x, 
& faites de ce membre un quarré com- 
plet 9 en lui ajoutant U quarré M lâ 
moitié de la quantité connitf , qui mul- 
tiplie la première puijfance de l'incon- 
mte. 3°. Pour conferver l'égalité 9 a/ou- 
te\ autant à l'autre membre y £r après 
avoir extrait la racine quarrée des 
deux , vous aure\<> en-tranJpofant 9 les 
valeurs de x. 

Exempx.es. On demande les racines 
de cette équation x x Hhpx 4*^==o, 
Pour les trouver , je pfoçç tfajbord d'un, 
même côté les ter^s i^fie^és de x 9 
ce qui. donne -i- p&?=x~*~ q ; & 
comme le pçender membre n'eft pas' 
uïï quarté complet » je îe çomplette en 
lui ajoutait le ipwrjé de \p qui eft 
iP** <V* e j'ajoute auffi I l'autre membre» 
pour conferver l'équation; ee qui pionne 
x 3 - -t-px-*-ip % s extrayant 

la fatiqe quarré* que je fais are d'tu» 
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côté x -4- \p > & l'indiquant de l'autre * 
j'ai # + = V / 4/>*-~? : enfin en 
tran(pofant,ji:=— 3-/ + — $f * 

ce % qui indique qu'une valeur de x eft 

*—\p+\/\p* — fc que l'autre 

Soit l'équation # a ■+- $ # — 1 4 ~ <>• 
Pour fa réfoùdre , je me fers de l'exem- 
ple précédent, comme d'une formule 
dans laquelle je fubfiitue 5 pour p & 
— 14 pour y, ce qui donne........ 

; Soit encore l'équation. ••#••••••*« 

K x -fr- 4 *•+- T == o , laquelle étant com- 
parée à la "fofmule ci-deflus t donne 
/>==4 & £===j;doncenfiibflituant dans 
la folution, on a x=-~i±,V'—' 1 > ce 
qui préfente-deux valeurs imaginaires 
de x»~ 

* Par la ïnédrôde que nous-venons-de 
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donner pour le fécond degré , & par ce 
que nous avons dit plus haut fur les 
équations pures, on peut réfoudre une 
clafle fort étendue d'équations d'un degré 
quelconque; (avoir, toutes celles qui 
ont Jeultment deux termes afft&és de 
l'inconnue , & dans le/quels Vexpofant 
de x ejl le double dans l'un de ce qu'il 
ejl dans t autre* En effet , toutes les 
équations de cette clafle peuvent être re- 
préfentées par celles-çi, x 2m -\- px m -\? 
q=*o (en fuppofant que p & q re-, 
préfêntent des quantités connues.) Or, 
fî on confidère d'abord dans celle-ci x™ 
comme l'inconnue , on n'$ qu'une équa* 
tiori du fécond degré , dans laquelle on 
trouve, par la méthode de ce degré, 

x m —' :3 t-\pA 1 \/\p % ^q\ Se extrayant 
enfuite la racine m des deux côtés, on a 

* = V^+lP ± V\p x q. 
Soit le^uation x 6 ^^x^^^6=ssOf 
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qui eft évidemment de la claffe de celles 
dont nous parlons. Pour en avoir les 
racines , je fubÛitue dans la formule ci-* 
deflus $ pour m, 4 pour -hp & *~*$6 
pour — q , ce qui donne ( en prenant 
dans la. valeur de * le figne fupérieur 
pour p & l'inférieur pour q , ainfî que la 
fuppo^tion l'exige ) . . , ...,.<..«•< 

* = — 2 ± I/4 4- 9* =. 

~\^^ ~ IOO =s. . , •) 

Z i IO== p' 3 y OU 1^—11} 

or, en cherchant les trois racines dif-» 
férentes que doivent avoir chacune de 
celles^i , on trouveroit les fîx racines 
de l'équation propofée , parmi lesquelles 
il y en a deux réelles & quatre im.a/» 
ginaires. 
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Des équations du troifième degré. 

La méthode qui paroît la plus fîmple 
pour réfbudre ces fortes d'équations , 
c'efl d'en former d'abord une de ce degré 
qui ait une racine connue ; de Ce (èrvit 
de cette racine pour découvrir les deux 
autres ; Se enfuite de ramener toutes les 
équations de ce degré à k forme de celle 
que nous aurons ainfî réfblue , afin de 
pouvoir y appliquer la même méthode» • 

Soit donc jcsssj/a-f- V^j^ans la- 
quelle a 8c b font des quantités con- 
nues : (uppofons qu'on élevé les deux» 
membres de cette équation au cube, 
(on doit (avoir former le cube d'un 
binôme , fans paffer par la multipli- 
cation , & cette formation revient à 
•prendre le cube de chaque terme, & 
leur triple produit multiplié par leur 
fomme. ) On a donc ici.. 
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eu bien mettant x au lieu de fon égale 

dans laquelle une racine ou valeur de 
;c eft néceflairement a-k>\/ b. 

Pour découvrir les deux autres ra- 
cines, le moyen le plus fimple eft de 
tran{po(èr tous les termes de l'équation 
du côté de x* y 8c de la divifer par 
x «— - 5 %/$— {/b , qui eft un de fès 
fadeurs. Par- là l'équation fera réduite 
au fécond degré; & fes deux autres 
racines trouveront par la méthode 
de ce degré. Mais afin de rendre la 
dî vifion plus facile , nous fiippofèrons que 
\/a~c % 8c que s/£ = </, ce qui 
change l'équation donnée en ........ 

^3 — icdx — c* ~- d* = o , & fon 
fadeur en x — c *— d ; & alors le 
quotient fe trouvera par le calcul fui* 
vaut. 
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Il ne s'agît donc à préfènt que de 
confidérer ce quotient comme une équa- 
tion du fécond degré , laquelle f fera 
x % -f- ( c -f- d ) x c x — c d d % = o , 
& d'en prerdre les racines d'après la 
formule donnée ci-defius , ce qui fera 
— c — d 

4 trouver x = — — ±. «..«... 

Pour Amplifier cette expreffion , on éle- 
— c—d 

yera au quarré la fraâion — — — - , 

qui eft fous le radical y & alors toutes 
les quantités qui font fous le figne , & 
réduiront à — \c*+-^cd — ou 
bien à — .3 — icd+id x ). 
Ainfî ce radical deviendra 

& comme (bus cette forme U contient 
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c — d 

le quarré de ■ multiplié pa* 

— 3 , en faifent paflèr hors du figne, 
(c—d) 

il devient ±; v' — Jî 

& par conféquent les deux racines que 

nous cherchons (ont - 

— c — d f c — d \ 

De-là nous pouvons conclure que dans 
toute équation du troîfîème degré, 
qui feca difpofée de telle manière , 
i°. qu'elle n'ait pas de fécond terme: 
%°. fut le terme connu foît la fomntt 
de -deux cubes (c* , d3) : 3 . que le 
coefficient de x /bit le triple produit 
de leurs racines cubiques ($cd), on. 
aura fis trois racines exprimées par 
x=<c-+-d 9 

~— c —d-h(c—»d)\/ — 1 

% 
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X = — « 

2 

Exemples. Soit cette équation.... 
x* = 6x-h9y qui renferme toutes 
les conditions que nous demandons ; 
puifqu'ejlc n'a pas de (econd terme, 
que de plus le terme connu £ eft la 
fbmme de deux cubes 8-f»i; & que 
le coefficient de x y favoir 6, eft le 
triple produit de leurs racines cubiques , 
i & i. Faisant ici c—\/8, </=Vi; 
j'aurai d'après les formules ci-deflus 

z 

-3 — V—3 

z 

Soit celle-ci, jfîs:— 6x — 7» 
dans laquelle — 7ae=i— 8, qui (ont 
les cubes de 4- 1 & de — z; & — 6 
«fi auffi le triple produit de leur* ra* 
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cines cubiques. Ainfî nous devons trou* 
Ver ces trois racines d'àprès les for- 
mules , en failànt c =x -i— % , d=* i % 
& elles feront, 

*=— î, 



z 

i-f-**/— s 



z 

Si Ton examine encore cette âtttre 
équation x* = 36 x-h 91 y on la trou- 
vera dans les mêmes conditions que les 
précédentes , & les mêmes formules fe- 
ront trouver pour les racines , 

*=7t 

— 7 ■+■!/—* 



Xi 



1 

~7^-l / — 3 



Dans tous ces différeûs cas* oû peut 

fe 



D*A L G É B R E. laf 

fè convaincre que l'équation réfolue a 
les propriétés qui doivent nécessairement 
lui convenir» 

Les exemples que nous venons de 
rapporter, n'ont préfènté aucune diffi- 
culté ; mais on doit s'attendre qu'il n'en 
feroit pas ainfi d'un grand nombre 
d'autres équations : parce qu'il ne peut 
point être toujours auffi aifé de les ra- 
mener aux conditions que la fblution 
précédente exige. Nous pouvons, à la 
vérité, remplir la première dans tous 
les cas > & le problême fuivant va nous 
apprendre à (âtisfaire aux deux autres. 

Problème. Deux nombres p & q 
étant donnés , on en demande deux 
autres , tels que leur Jomme foit égale 
à q ; & que le triple produit de leurs 
racines cubiques foit égal à p. 

Défîgnant ces nombres inconnus l'un 
par y, & l'autre par ^; la première 
condition eft que y = £ : la fé- 
conde que i^/y%ss=p. Donc en di- 

Algèbre. Tome III. M 
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vifant cette dernière équation par jj 
& l'élevant au cube ,ona yi=-£jp* , 
qui étant multiplié par 4, devient 

Si donc on élevé l'équation y -4-?= 4 
au quarré, lequel fera y 1 -*- zy 5 -+• 
^ a = £ a , & que de là on fouftraie celle 
que nous venons dé trouver, on aura 

y*— *>ï+f = ? a — rf/? 3 ; & *e 
extrayant les racines , 

y — î= -±:Vq % — ttP*< Ajoutant 
cette dernière équation à la primitive 

y + l=q, & dégageant y, on a pour 

- 

fa valeur, y=-\i Hfc tV?* — ^f/> 3 » 
ou bien en faifant entrer la fradion \ 
Tous le figne radical , 

Pour avoir la valeur de ^ , il n'y a 
qu'à fuhftituer celle de y dans la pri* 
rnitive y -f- \ tss q , laquelle donnf 
l=zq — y y & l'on a, 
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Il n'eft pas douteux que ces valeurs 
ie y & 1 ne remplirent les conditions 
du problême. Car fi on prend leur 
femme , les quantités radicales s'éva* 
Rouiront , par rapport à Toppofition des 
Agnes ; & il ne reftera dans chaque va* 
leur que donc on aura y *+-^=iq t 
Ct qui eft la première condition. Quant 
à la féconde, elle eft également rem-* 
plie : car en obfervant que les valeurs 
de y & de ^ pré Tentent , l'une la Comme , 
l'autre la différence de deux quantités , 

favoir de \q & de y/i\q* — ttP* ) * 
pour avoir le produit de Tune pat 
l'autre , il fuffit de prendre la différence 
de leurs quarres , qui fera 

\q* — If+éP** ou bien TîP** 
Donc le produit des racines cubiques 
de ces valeurs fera ^-^fP^ ou ^p\ Se 
le triple produit dé ces racines fera p , 
aiolî que l'exige la féconde condition,* 

Dg^by^OOQle 
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Corollaire. On conclura de-là que 
toute équation du troifièmt degré peut 
être ramenée à la forme de celles dont 
nous avons parlé plus haut ; & qu'ainfi 
les mêmes formules en pourront indi- 
quer les trois racines. Car quelle que 
fbit cette équation , on peut faire éva- 
nouir fon fécond terme, & alors on peut 
la repréfenter par x*=px+q , dans 
laquelle p 8c q indiqueront des nombres 
connus quelconques. Or , on pourrait 
mettre ( (ans rien changer à ces nombres) 
à la place de q , la fournie des valeurs 
de y & de \ prifes du problème précé- 
dent ; à la place dtp , le triple produit des 
racines cubiques de ces même valeurs j 

alors l'équation x* = px-+-q , fê- 
roit tout-àrfait de la forme de celles 
que nous avons déjà ré (blues. Suppofànt 
donc ces nombres fubftitués à la place 
de p & de on dira que dans.... 
xi=px-+- q y on a pour une racin e, 
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Vu—Vif^***- 

Ou bien , en fuppofant comme ci-det 
fus , que le premier radical cube , la- 
voir , ty\q -+-V / Jf a — ttP* eft icî 
repréfenté par 8c que le fécond, 

on a pour une équation quelconque du 
iroifième degré y les mêmes expreffions 
des racines que nous avons déjà eues; 
fàvoir, 

(c+d) {c—d) 
IL.*=< 1 V—3% 

% % 
(C + d) (C-d) 

III.. #= — — y — 

Il ne s'agit donc à préfent que de 
chercher quelles (ont les différentes 
formes que peuvent prendre ces racines* 
Four les découvrir , il faut fur-tout faire 
attention aux changement que les diver- 
fes wleurs des données p & q produit 
Miij 
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ront dans \/ \q % -*-rf/>? ,.qul entre 
toujours dans les valeurs de c & de d* 
Or il ne peut arriver à ce radical d'au-* 
très changemens <jue d'être ou zéro, 
ou une quantité réelle , ou une ima-» 
ginairé. Il fera zéro lorfcjue ijp* fera 
négatif & égal à \ q* , qui doit tou- 
jours être pofitif. Et une équation étant 
fropofée f on voit par les valeurs d« 
p & de q fi ^3 = £? a ; tandis que 
le figne qui précède détermine fi 
i^p* fera pofitif ou négatif dans*,;. 

V'itf*" - " TîP* > & l'équation proj* 

•pofée eu; dè cette forme, 

#333-— fjç-4z4^ TfP 3 f era toujours 
po/îtif dans le radical ci-defTus ; & fi 
elle efi de cçîle-ci, xi—px-^rq^ il 
y fera négatif. Donc dans te cas , les 
deux radicaux cubiques de l'équation 
4?, fe réduiront dhacun à ^{q 9 ou 
bien dans nos formules ç=</=£ ^'{q; 
çç qui Suffit peut etï fèire érairouir fc| 
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partie imaginaire. Ainfî les trois racines 
ion t alors réelles, deux dentnelks font 
çhacune 1? moitié dfc la troilième Si 
#\m figée contraire, ou bien Ofc a Jr ' 
.J!^?;?=?<; 

# — ■ ' > 

Si. le râdicàl quarte V £ ^ ^ ? 
eft une quantité réelle , la première 
«$es racines fera réelle ; puiftjue les 
ladicaux cabïqties de l'équité* $ , re*. 
préfentés pat r & |>« n*auèomcrieii 
d'imaginaire. aio>rs ks detix^utrêi 
racines CefoKt .imaginaires f puifque 
chacune contiendra ie fadeur imagi- 
natte |/ — ^ lequel n'étant «|nl»pi»é 
tii pap des quantités égales : fc *&poi 
fées, ni par tfatftres imaginaire^ il 
^ reliera néceffalrément des ternies ima* 
ginaires 4aps ie. produit. Qr , .g i'04 
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demande' quand eûVce que 

q* — jjf 3 eft une quantité réelle, 
il eft aifê de voir que ce .fera toutes 
les fois que p entrera fous le radical 
avec le fîgne + , ce qui arrivera dans 
toutes les équations de cette forme, 
x * = — p x^q\ ou même lorfque p 
y entrant avec le fîgne ( ce qui ne peut 
arriver que dans les équations de cette 
forme-cr, «3=? px ±q) > on aura 

Examinons à prêtent le cas où.»., 

f~-TiP* fera imaginaire y &ob- 
fervons .d'abord que ce cas ne peut avoir 
lieu qu'autant que fe trouvera 

négatif fous le radical, & plus grand 
que \q*^ La première condition exige 
donc que la. propofée (bit de cette, 
forme «3 =;p x-^q\ & la féconde 

que Ton ait \p^X^ \q % > ou biea 

p > s q 3 « Dans çc cas >qui > comm* 
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en voit par la latitude de Ces condi- 
tions , peut s'étendre à l'infini , chacun 
des radicaux cubiques de l'équation B 
efl imaginaire, pris féparément : ce- 
pendant ici, comme dans d'autres cas, 
leur fbmme devient réelle dans la 
première racine , ainfî que leur diffé- 
rence multipliée par \/— $ dans les 
deux autres. Perfonne, à la vérité» 
n'a pu jusqu'ici en trouver l'expreffioit 
générale, & c'efi cette difficulté qui 
a fait donner à ce cas le nom de cas 
irrédu&bU. 

Pour prouver qu'ici les trois racines 
de l'équation font réelles, fùppofcns 
que l'excès de— ~/7î Cxxx fbit 
défîgné par -«-n, & Ton aura. .... 44 

C= pL q + tf—n\ * 

d = *V \ q — \/ -i-n. Donc en chan- 
geant les radicaux en puifiânces fraction- 
naires, à la place de la première racine? 
qui donne x=c-t-d> on aura; 
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Or , on fàit qu'à quelque même puiG 
Cmce qu'on élevé deux quantités de 
cette forme, leur Comme devient réelle, 
parc* que lés termes imaginaires de 
J'une font égaux à ceux de l'autre , & 
précédés dé fignes contraires, Mais 
comme ce calcul nous eft nécefiàire pour 
lés autres racines , nous l'aHons répéter 
ici en défignant \q par a, |/— n pat 
f>y/-~x J & Pexpofent j. par ce qui 
doit rendre le calcul applicable à toutes 
les puiflànces de femblables quantités. 
Ainfi nous aurons (a + b\/ — t)P=$ 
(A).......dP-i-paP — % b \/ — i — 

J— aP— *b % — ♦ 

a 

4-£ av— H\ ✓-i^ 

z 3 

n — ■ * * 4 P ~ 4 p* 49 
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aP — ïb* \/ — 1 — . . . * enfuite 

{a — b\/—i)P= 

(Ê )...<.. a* — paP — t b\^^ t 
p.p — 1 

2 

v.v — i.p — 2 
JLS — — a p--3t>i \/+— 1 4- 

p.p — t.p—t.p—) 

a 4^4— M #é 

j.p-*i.p — z.p — l.p — A 

2.5.4.$ 

*j>— ^jy—i — 

Or , fi l'en ajoute la fuite A â la 
fûite B , ainfi que l'exige l^xpreflion de 
-la première racine , qui eft x^c -H*/, 
les termes de raftg pair > qui font les 
feuls qui contiennent le fo&eur imagi- 
naire 1 , détruiront , & la valeur 
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de la première racine refiera réelle, 
mais inaflignable en termes finis. 

Pour prouver qu'il en eft ainfi dey 
deux autres, il faut faire attention, 
1°. qu'outre la moitié de la première 
racine, la féconde contient. ........ 

(c — d\ 
J V — 3 » c ' e & -à - dire * 

A — B 

■■ x |/— - 3 > & la troiiieme 



/ d — c \ / u* B ~ A ~ 
y J y/ — 3 , ou bien X 

^/ — ^. 2°. Qu'en multipliant \/— 
par y'— i « on a— \/ $ ; puifque... 
^/ — ^5=1/3X1/ — 1, & qu'ainfi 
V— 3 X \/— 1 = Vz X 1 X 
V— l =Vl x— I =—Vi* 
^ De-là on conclura qu'en multipliant 
les fuites A & B par 3 , d'abord 
on fera difparoître la forme imaginaire 
dans les termes de rang pair, où fe 

trouve 
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trouve v^^— t ; & que de plus , on chan- 
géra leurs figues , comme fi on en eût 
multiplié la partie réelle par «*-V 3 * 
au contraire, dans les termes de rang 
impair le fadeur |/*~$ fera naître Ja 
forme imaginaire , & ne changera point 
les lignes. De Cotte qu'après avoir mul- 
tiplié ces fuites par y" - "- J * k raidie 
des lignes fera: 

Pour # . # .-|--- — -4--f-_ ### ^ 

Pour i? 4- H — -h-f-... 

Et fi alors on fondrait la fuite B de la 
fuite A (ainfî que l'indique c — J) let 
termes de rang impair, qui (ont les 
fêuls imaginaires, Ce détruiront par Pop* 
pofîtion des fignes; & les termes da 
rang pair dans la fuite A , feront dou- 
blés, ce qui donnera 9 
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(C) . ....*( — par— H v/j-t- 

p.p — i.p — î 

- aP — H*Vl — ... 

p.p—i'P—z ./> — ;./>— 4 

<zP — ^V3H" ) 

Si au contraire on fouflrait la fuite 
A de la fuite B , ( comme l'indique 
d—c dans la troifîème racine) les 
termes de rang impair, qui (ont les feuls 
imaginaires fe détruiront; 8c ceux de 
rang pair feront doublés dans la fuite 
B , ce qui donnera , 

(D) i(paP— *by/$ — a 

p.p— i.p— s 

— - aP— H* /3+.., 

p.p — i.p—z.p— i.p — 4 

• • • • «* 

aP — V3— ) 

Rapprochant donc les différentes por* 

f- t 
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tïons de ces racines , & Ce fbuvenant que 
les majufcules A , B , C , D indiquent 
les fiiites à la tête defquelles on les 
a placées , il viendra en quantités réelles, 
ces expreflions des racines dans le cas 
irréductible. 

— A—B-hÇ 
x = - r 

2 

—A—B+D 

1 « . 

■ a " 

De la réfolution des équations 
du quatrième degré. 

La méthode que nous nôûs propofons 
d'expliquer ici , a été. découverte pa* 
M. Euler ; 8c nous allons la préfenter 
telle qu'il l'a donnée dans le premier 
tome de Ces Elémens d'Algèbre» EUe 
coijfîfte , une équation du quatrième de- 
gré étant donnée , à en trouver unt 
• Nij 
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du troîfième, dont les racines (errent 
à découvrir celles de la première. MaU 
auparavant il faut voir comment eft-ce 
qu'avec ks racines d'une équation du 
troifiëme degré , on peut parvenir à 
une autre qui fera du quatrième. 

Soit donc l'équation du troifîème de- 
gré i*+fl*+jri— à=so y que j'ap- 
pellerai V équation auxiliaire f & dont 
les trois racines foient les quantités 
connues p , f , r : fuppofons que l'on 
ait *s9f>-4-Vf -*~Vr* & qu'on 
élevé les deux membres de cette équa- 
tion au quarré^ ce qui donnera **=5 

Or, p + q + r=f; donc en tranf- 
pofànt on a , 

~m>'fsm % Vf f + * \/P r * V 4 r • 
Elevons encore cette dernière équa- 
tion au quarré, & nous aurons, ar*— • 
%fx % +f*tsx4pq + Apr-{-4qr-h 
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+Pï-\-4pr-+ + qr*=z4gr & de plus 

8 V'/T (vV-+- l/f-*- V?)* Donc 

( -H V q+ V r )* D'ailleurs pqr=h x 

& partant %\/ pqr^%\/h î par la 
fippofîtion y/ '/M-V 'q+V f r=x. Donc 
fùbftituant ces valeurs, & tranfpofant, 
on a Téquation du quatrième degré, 

f 1 — 4« = °> 

dans, laquelle une racine doit néceflài- 
renient être x= \/p -h \fq-\-\/r. 

Maintenant , pour résoudre une équa- 
tion quelconque du quatrième degré % 
comparons-la d'abord à l'équation A ; 
c? qui exige que le (ècond terme luî 
manque , & que le premier n'ait que 
l'unité pour coefficient, choies poflîbles 
dans jous les cas : & de cette compa- 
rait nous tirerons les valeurs que doî- 
Niij 
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vent avoir les.coefficiens de l'auxiliaire 4 
de laquelle on déduira enfuite les ra- 
cines de la propofée. Soit donc 

qu'on peut prendre pour une formule 
générale , qui repré fente toutes les 
équation* du quatrième degré. Pour dé- 
terminer les coefficient fygy h r de 
(on auxiliaire, oWèivons que les pre«» 
miers membres des équations À & B 
ne peuvent fè réduire à zéro ; fans que 
les coefficiens des mêmes puiflànces de 
x ne (oient égaux dans Tune & dans 
l'autre ; ce qui donne, i°. — a=— - %f % 
a 

ou /= — • 8^=— 3, ou 

bien en élevant au quarré, 6$h=b t> % 
AA=z&H. 3°. — 
ou bien 4£-«==/*-j-<;, & comme fui- 
vant ce que nous avons vu f=z~a % 
on a g—Tî^-t-ic. De telle forte 
que l'auxiliaire fera , 
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(On doit obfêrver qu'ici Jtf efi (ouf. 
trait de puifque quand on a 

£ dans la propofçe, il vient..... 
Tj<za & que quand on a a~\-c % 
il vient ici <x — £0> laquelle étant 
réfblue par les méthodes du troifièiue 
degré , donnera pour racines trois quan- 
tités connues , que je fuppotê être 
q , r ; & de-là on conclura que dans 
l'équation générale du quatrième degré, 
on a auffi x— ^ p q + \/ r* 

La feule difficulté qui fè préfente ici» 
c'eft que rien n'obligeant à faire pré- 
céder chacun'de ces radicaux d'un même 
f gne, il femble qu'on puiflè les faire in- 
différemment pofitifs ou négatifs ; & que 
pouvant alors y trouver huit différentes 
combinaifons des fîgfces , on n'ait par-là 
huit valeurs de x , au lieu de quatre 
qu'on en doit avoir. Mais il efi aifé de 
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s'affurer que de ces huit combinaison?» 
il n'y en a que quatre qui puifiènt avoir 
lieu dans chaque cas particulier* Car 
puifque — 8 y/ h s — — on a , en 
changeant les fignes de l'un & de l'autre , 
Zy/h = b> ou |/A = i/- Or,...^ 

\/h = Vp*^^V r ^ ^ & ut ^ onc î ue 
le produit de ces trois radicaux , qui 
déterminent la valeur de x , (bit pofkif 
ïorfque ~ b devient pofitif en changeant 
(de figne , ou bien Ïorfque le coefficient 
de x efl négatif dans la propofée , après 
avoir placé tous les termes d'un même 
côté ; le contraire arriveroit y fi ce coeffi- 
cient étoit pofitif. Or', le produit de ces 
trois radicaux ne peut être pofitif, qu'au- 
tant qu'il n'y a point de fignes négatifs qui 
les précédent , ou qu'ils y font en nom- 
bre pair. Ainfi , Ïorfque le coefficient 
de x fera négatif dans la propofée, 
après avoir mis tout fes termes du côte 
de #4, on aura, 
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Vp+Vq+Vr* 
V p—Vq—\/r % 
—V p—V q-*-Vr> 
—Vp+Vq—V** 

êc lor(que ce coefficient de x fera po* 
fltif dans la propofée , on aura , 

r —Vp—Vq—y/r* 
( Vp—Vq+Vr. 

Soit l'équation #4 — 42 x*-h6+x -4» 
lof =50 , dont on demande les racines. 
Pour les trouver , je la compare à l'équa- 
tion générale B; Jt j'ai, en faifànt 
coïncider les termes homogènes >• . . . 
•—£=—41, — ^=^4, -*-£=iof ; 
ce qui donne pour les cofficiensde Tau xi* 

Iiaire C, f <x=2 — u . 

~çaa-ï-\ c = 110 i — i^^= 84; 
— 3 £ = — 64 ; donc l'auxiliaire 
(êra ici, 
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Or, cette équation étant réfôlue par 
la méthode des divifèurs du dernier 
terme , on trouve que Tes trois racines 
font i , 4 , 1 6 ; & comme ici le coeffi- 
cient de x eft pofîtif dans la propofée , 
nous prendrons les fignes — qui doi- 
vent précéder \/ 1 , v^4> V^ 1 ^» en " 
nombre impair , ce qui donnera pour 
racines > 

C — I — * — 4.-.— 7 > 

* = OU.. )-l + ^4.... 

J l + *. — 4-. — I » 
v i — % + 4 

Et en effet , fi Ton multiplie les uns 
par les autres, ces quatre fadeurs -ci 

(x-h7) (* — f ) (*H-i) (* — 5) » 
on trouvera que leur produit eft égal 
à . la propofée x+ — 41 x % 6+ x -h 
lof = o. 

Soit encore l'équation x*—iox* — 
4# -fr- 8 =0 , qui étant comparée à la, 
formule générale B, donne — p, — — 1 o » 
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~— b = — 4, — 8. Donc en 

fubftituànt dans l'auxiliaire C, nous 
aurons — |a = -— 5 5 T5^^H-^ = 

£|=— - Ainfi l'auxiliaire (èra 3* — 
^f + ^ï^ ? — o > dans laquelle , 
pour faire difparoître les fractions , il 
u 

fûffit de mettre — à la place de \ , 
z 

u* %u x 

ce qui donnera — •+•..♦•; 

8 4 

— — — | = o; & en multipliant 
8 

tout par 8, 11* — iotf a -4-i7 a— 1=0. 
Or , fi Ton efiaye les diyifeurs du der- 
nier terme qui font 2 , Hh 1 , on 
trouvera que -—a réulïit ; car 

— a 17—- 1 

= i • = — 8 :. ... 

— * 2 _ x 

16-+-8 

= r ; & que c'efi le fêul 

— a • 

divifeur qui réufliflèt Ainfi une racine 
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de l'équation en u eft 2 , & pour trou-* 
ver les autres qui doivent être incom- 
menfiirables, on la divifera par i t 
ce qui donnera pour quotient . 
8b+issoj & celle-ci étant réfolué 
par la formule du (êcond degré, fera 
trouver, #==4-4-^1 f. 

A préfent, pour avoir les trois ra- 
cines de l'auxiliaire , c'eft~à-dire , les 
valeurs de p f q, r ? on fe fouviendra 

* u 
qu'on a fuppoCe . 5 ?tt= — r~ * ce qui oblige 
z 

à prendre la moitié des valeurs de u; 
atnn ^=c2i, j=g » ■ - ■ «.,..«#«: 

• ; & fi pour avoir un 



nombre quarré au -dénominateur de ces 
fractions , on multiplie haut & bas dans 
chacune par 2, on aurai...., 

q= , r= • 

4 4 

Or, 



Digitized by G00gle 



P*A L G E B R H.' . 2lp 

Or, ■ eft le quarté de 

- , amfi que 1 



eu celui de — i i — — onpeurni 

a 

s'en convaincre en élevant qec quanâtés 
à leur quarré. Far conséquent 1 » 



\fr sss^l ^-i»* Ma» pui(qu*ici 

le coefficient de x e& négatif dans 1» 
propofée , il ,faut que dans les valeurs 
de x , il n'y ait poinf de lignes de- 
vant |/f> ) l^î> V r ; ou bien qu'ils y 
foient en nombres pairs* Ainfî 00. aura 
pour ces valeurs , - 
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